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INTEGRATION

DES

FONCTIONS GONIOMETRIQUES.

SECTION PREMIKRE.

Fonctions rationnelles entiéres.

§ 1. Intégrales élémentaires.

4. La différentiation donne

d sinz = coszdz, d cosz = —sinzdz,
d sin™z = m sin™'z coszdz,

d cos™z = — m cos™ 'z sinzdz;

donc

Scos zdz = sinz +C, S sinzdz = — c0sz -+ C,
sin™*+iz
m—+41

COSlEZ

w4

+- G,

S sin™z cos zdz =

Scos"‘z sinzdz = —

1218



B INTEGRATION DES FONCTIONS GONIOMETRIQUES.

§ 2. Intégration de la fonction

Rdz.

2. Soit R une fonction rationnelle et entiére de différents sinus et

cosinus dépendant de l'arc z.
La fonction R peut toujours étre mise sous la forme

a5 sin® -+ ¢ cos®z 4-d sin"z cos’s S

a,b,¢,d,... désignant des constantes.

En effet, si cette fonction contient des sinus ou cosinus comme
sin (@ + pz), cos(b +¢z)..., on les exprimera d’abord en sin pz, cospz,
singz,...

Si p, g... sont des fraclions telles que ;,, %, on fera z= fhx et I’on

changera ainsi sin pz, sin ¢qz,... en sinehz, sin gfz,... ou eh, gf
seront des nombres entiers.

Et si p,¢g... sont entiers ou que, par suite de la substitution ci-
dessus, on ait sinekz, singfz,... on écrira ces sinus et cosinus en fonc-
tions de I'arc simple 2. A cet effet, on peut se servir des formules sui-

vantes :

m(m—1)

——— ¢c0s™ %z sin’z
1092

-, m(m—1) (m—2)(m—3)
. 1.2.3.4

coSmz=C0s ™z —

cos™ %z sin*z—...

m(m—1) (m—2)

cos™ 3z sindz4-....
1.2.3 o

sinmz=m cos™ !z sinz—

qu’on obtient en développant le second membre de I’équation
cos mz + v —1 sinmz={cos 2+ —1 sinz)"

et égalant de part et d’autre les parties réelles et les parties imaginaires.
Ces transformations et les opérations auxquelles elles donnent lieu
étant effectuées, la fonction R prendra nécessairement la forme
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a4 b sin®4c¢ cosPz-d sin"z cos®z ...

D’ou il suit que, si R est une fonction rationnelle et entiére de diffé-
rents sinus et cosinus dépendant de I’arc z, I'intégrale

n

SRdz

peut toujours étre établie au moyen des suivantes :
% 3
Sdz, Scos"‘zdz, 5 sin™zdz, Bsin ™z cos™zdz,

Nous allons donc intégrer ces quatre expressions.

X
On a
Sdz=z+C
1 8§
Comme

Scos"‘zdz = \cos™*z (1 —sin’z)dz

>

n

= — Scos’""z sin®zdz -+ Scos’""zdz,

en intégrant par parties, on obtient

C cos™ !z sinz 1
5cos”zdz =

e Scos’”zdz - Scos"‘"zdz;
d’ot I'on tire

cos™zsinz m —
m

S cos™zdz — Scos"'-f‘zdz;

et cette formule appliquée & elle-méme un nombre suffisant de fois,
donne
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(m—1) (m—3) -3)
(m —2) (m—4

)
3.5...(m—3) (m—1
+....2.4 S 21cosz>
(m—?)(m—d)
+ 2.4 . (m—2)m Lo 2

~52

cos"""z -

sin z
Scos"‘zdz — <co s™ ‘z+

ou

sin z
Scos"‘za’z = —

m—
cos™ 1z
(=

2.4...(m—3) (m—1)\
&3 1.3...(m—4) (m—2))

suivant que m est pair ou impair.
11X

- T
Lorsque, dans les deux derniéres formules on remplace z par z —;,

ce qui entraine

LA i T
(JOS<Z—-\:—2 = sz, sSin Z—é = —2C0sz,
elles fournissent les suivantes :
CoS 2 m—1 . (m—1) (m—3)
iz — — —— ' [isin®=lz sin™3%; 4+ ——— " sin™ %z
Jsinnadz = — = ( T T e =)

N (m—3)(m—1)cm”\
et 2.4 . (m— &) (m —2)

1.3 ... (m—3) (m—1)

R e e e
b — &
Ssinmzdz == &”iz <sm""’z —{-::_Qsm 224 ...
2.4 ... (m—3) (m—1)
C.
+1.3... (m— 4) (m—'2)+
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[V

iv

Pour intégrer

5 sin™z cos"zdz ,

on opére de maniére a diminuer successivement les exposants de cette
expression jusqu'a ce qu’on parvienne a l'une des intégrales établies
ci-dessus.

Posons d’abord

Ssin"‘z cos"zdz = 5 cos™ 'z sin™z cos zdz.

On en conclut

s sin™'zcos" 'z n—1 .
5 sin"z cos"zdz = i - ey Bsm”‘*’z cos" zdz,

puis, remplagant sin™**z par sin™z(1— cos?z),

sin™z cos" !z i n—1
m 41 m—+4+1
n—1

w4

Ssin"’z cos"zdz = Ssinmz cos"*zdz

Ssin"‘z cos"zdz;

et cette équation résolue par rapport & I'intégrale proposée donne

sin™*z cos™ 'z n—1

m--n +m+n

Ssin'"z cos"zdz = Ssin"‘z cos™ %zdz.

Quand on fait
5sin"'z cos"zdz = 5 sin™!z cos"z sin zdz,
un calcul entiérement semblable conduit &

cos™!zsin™ 'z m —1

n -+ m n+4m

S sin™z cos"zdz = — Scos"z sin™ %zdz.
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La premiére de ces deux formules réduit ’exposant », et la seconde
celui .

3. Lorsque la différentielle qu'il s’agit d’intégrer offre un exposant
impair, son intégrale peut étre exprimée plus simplement. Car, puisque

cos?*"zdz = (1 — sin ?z)* coszdz = (cosz — k sin®z cosz + ... == sin®*z cos z)dz,
on aura

(% in3 i 2k+1
5 cos¥*zdz = sin z — kisin’z S

8§ 3. Autre moyen d’intégrer la fonction
Rdz.

4. On évite les transformations indiquées ci-dessus en traitant, d’apres
sa forme particuliére, chacune des différentielles que contient la

fonction Rdz.
Car, on a évidemment

€os (a == pz)

Ssin(a—*_-pz)dz=£sin(aipz)pdz=i +C,

BCos(atpz)dz: = cos (a == pz)pdz = ¢ —p———'—}- C;

et, par conséquent, aux intégrales

Ssin"‘ (a= pz}dé ) Scos’" (a == pz)dz, Ssin’” (a == pz) cos™ (a == pz)dz,

les formules qui précedent sont applicables immédiatement.

5. Par ces résultats on voit comment il faut opérer lorsque dans

5 sin™zdz, Qcos’”zdz 5

o

on substitue aux puissances sin™z, cos™z, leurs expressions en sinus et
cosinus des multiples de z.
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Les formules qui donnent ces expressions, s’obtiennent le plus ai-
sément quand, apres avoir établi les quatre développements que four-
nissent les binomes (@ +6)" et (a—6)", dans les suppositions succes-
sives m=—2k, m—2 k +1, on groupe les termes affectés de mémes
coefficients. Car, il suffit alors d’y faire

a = CO0S 2 —I—\/-— Isinz, b=cosz—\—1sinz;
et ayant égard a ce que

(cosz = \/:—1 sin z)’" = cos mz == y/— 1 sin mz,

(cosz + y—1sinz) (cosz — y—1 sinz) =1,

on trouve pour m=2 £k,

1 m(m— 1)
my— g —9 —— !
cos™z <cos mz 4 m cos (m )z +

gm~d
Imm—1) ... (k+1)\
T ek

cos (m — &)z 4 ...

R et O m(m — 1) ;
sin®z =~ <cosmz—cosm(m—2)z+—1.—2-cos(m—h)‘.—...
iim(m—i) o (B +1)\
2 1.2..6 )’
et pour m =2k +1,
1 mim —1)
cos™z = o <cos mz + m cos (m — 2)z - o cos (m — &)z + ....
mm—1)...(k+2) :
WAL CO“)’
— 4k —_—
sin™z = (2":1) (sin mz — m sin (m — 2)z -+ 7—n-(%l—Tﬂsin (m— &)z — ...

L mm—1)...(k+2) . 1
Ba.. kv o z>’
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ou I'on doit s’arréter des qu’on parvient & un terme qui renferme un
arc négatif.

6. On peut intégrer aussi un produit de la forme
sin” (p + gz) cos (r + sz) ... dz

sans avoir recours aux expressions en sinus et cosinus de I'arc simple z.
Car les relations connues

] . 1 1

sin « smb_—_écos(a—b)—é cos (a -+ b),
. 1=y L
sin a cosb:§ sin (a4 b) 4 g Sin (a—b),
cosacosb:% (a+b)+—cos(a—b)

jointes aux quatre formules qui précedent, fournissent autant de moyens
de convertir un tel produit en somme de sinus et cosinus d’arcs mul-
tiples.

Soit » = 3. On fera d’abord

sin® (p+gz) = — § sin (3p + 3g2) + 3 sin (p + g2},
puis

sin® (p + ¢z) cos (r+sz) = é(— sin (3p + r+4(3¢ +5)2)
— sin (3p — r+ (3¢ —s)2) 4+ 3 sin (p+ 7+ (¢ + )2

+3sin(p—r—+4 q——s)z))

et ainsi de suite.

e S ame—
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SECTION DEUXIEME.

Fonctions rationmnelles fractionmaires.

s e

CHAPITRE PREMIER.

INTEGRATION DES FRACTIONS DONT LES DENOMINATEURS SONT DES FONCTIONS
GONIOMETRIQUES MONOMES DE L’ARC 2.

§ 1. Intégrales élémentaires.

7. La diftérentiation donne

1 mcoszdz i m Sin zdz
Sin™z T i e (O o (G g
: cos zdz sin zdz
dlising =——-, dlcosz =— 5
sin z cosz
donc
(cos zdz 1 sin zdz 1
5 mmz —+ G, (= - — =l
sin™z (m—1)sin™ 'z J cos™z ~ (m—1)cos™ 'z

Scotzdz:lsinz—[—C, Stangzdz=—1cosz+c.



10 INTEGRATION DES FONCTIONS GONIOMETRIQUES.

8§ 2. Intégration des différentielles

Pdz Pdz Pdz
cosz’ sinz’ sinzcosz

8. Supposons que P soit une fonction rationnelle et entiére de diffé-
rents sinus et cosinus dépendant de l'arc z, mais qu’elle ne contienne
aucun sinus ni cosinus d’une fraction de z.

Conformément a ce qui a été établi ci-dessus, la fonction P peut
toujours étre mise sous la forme

a+bsin®z + ¢ cos®z + dsin'z cos’ +....
En conséquence, les fractions

Pdz Pdz Pdz
cosz’ sinz’ sinzcosz

peuvent fournir les différentielles fractionnaires indiquées aux seconds
membres des équations

Pdz  adz b sin*zdz
€08z  C0Sz + c€o0sz

Pdz adz ¢ cospzdz £

sinz _ sinz sin z :
Pdz adz

sinz€osz  sinzcosz

o

Les intégrales de ces cinq différentielles s’obtiennent comme il suit :

I
S a’z—__:('/'cosz_‘_sinz\d:
sinzcosz J\sinz ' cosz/

=/{sinz—/cosz -+ C;
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donc
dz
— o= [tang z .G
Ssmzcosz B4 T
IX
S dz dz .
.n — .7
> 2 sin K cosE
Z z
donce
: 5 e U W
A & g
IIX
3 Sdz = dz
cosz e it o
2c0s (Z —+ §> sin <Z - §>
donce
dz £
AT - @ c
Scosz ng <4 + ) +
IV
. TR
n zd = n" “zd
gm G e o Ssmgl %zcoszdz SS————I £
COS 2 I COSZz
— sin* "'z i sin“_ﬁzdz'
a— 1 cosz
et par suite on aura
sin“zdz sin" 'z sin* %2 ) Tz
= — =5 e ang (- 4 =
S cosz 2 —1 «—3 LRl (4 i 2> T
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sl o est pair, ou

sin“zdz sin*~ 'z sin* % sinz ; L
= — — == — [cosz 3
C0S 3 a—1 a— 3 2
sl o est impair.
v

On obtient pareillement

S cos’zdz _eos"™'z cos"*zdz
sinz Bg—1 sinzg ’

ce qui donne pour =2 ¥,

e p—1 p—3
costzdz  cos" 'z cos"T "z 5
S sing = B—1 + i3 Shle LOSz—|—ltang§+Cj

et pour f=2k+1,

g f—i p—s 2

cos cos cos™ "z > :

- = z+ t— cos.z+ Isinz + C.
sinz g—1 g—3 2

8 3. Intégration des différentielles

Pdz Pdz Pdz
cos™z’ sin™z’ sin™zcos"z’

9. En supposant toujours
P =« + bsin®z + ccos’z + dsin'z cos’z + ... .

on trouve qu’abstraction faite des différentielles intégrées dans ce qui
précede, les fractions
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Pd:z Pdz Pd:z
cos™z’ sin™z’  sin™zcos"z

peuvent offrir les suivantes :

) dz dz dz
" 3 0 H M J
cos™z sin™z SIn"'z C0s"z
or tang™zdz, cotang™zdz;

sin“zdz  coszdz
cos™z ’  sin™z

30

Ces différentielles donnent, par conséquent, lieu & trois especes d’in-

tégrations distinctes.

En posant

S dz S sinzdz
cos™z cos™zsinz

sinz /sinz CoS 3
e |t Rl W7
cos™ 'z \cosz sin z

Ssin"’zdz S dz

cos™z cos™ %z’

et intégrant par parties, on obtient

' S e sinz 1 S dz
cos™z ~ (m—1)cos™ 'z  m—1)cos™ %
dz
+ m-2, 3
cos™ 2z
ce qui se réduit a <
S dz sinz 4 m—2 oz
cos™z = (m—4)cos™ 'z | m—1 Scos’"""z'
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Cette formule donne

R sin z som-1 m—2 2. (m—2) ,

- —_— m- z m-3 -— O i e C
Scos"; m—i <sec i m—3 SACPIZ e Y 1.3...(m— 3) secz) =G5
ou
pden B SINE Seo o M s 3.5, (np—=9) e
5 cos™z  m — 4 <Se(' 2+ m—3 sec" %z 4 ... + m sec ..>

1.3...(m'—2) T 1%
el -4 = (e
+ T e e T <4 & 9) =

suivant qu’on suppose m pair ou impair; et lorsque, dans ces résul-

T . .
tats, on changez en z — 5 il vient

¢ dz _ cosz 3 S U= 2.4..(m—2)
Ssin‘"‘z S <cosec z + === coséc z-}—...—|—m_-_—3)cosecﬁ>-|—c
¢ dz C0S3 s e NGO St 3.5...(m—2)
3 T =T (cosec z4 coséc™ %z 4 ... 4 ey coséc ./.)

1.3...(m—2) z

— < = 4 C.

S et D

Maintenant, comme

S dz :S 1 [cosz =iy sinz> g

sin™z cos™z sin™~!zcos" 'z \sinz ' cosz

S coszlz e dz
) sin™zcos™ 'z Ssiu"’—ﬂzcos"z’

on trouve
g ° dz " 1
Jsin™zcos®z (m—1)sin"™ 'z cos" 'z

n—1 S dz g dz

m—1 )sin™ 2z cos"z sin™2z cos"z’

_l_
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et, assemblant,

S dz 1 m-}—n—QS dz

sin"zcos"z  (m— 1)sin™ 'zcos* 'z T m—1

Pareillement, quand on fait

S dz _S 1 /sinz cosz\ ,
sinzcos"z  Jsin™'zcos™'z \cosz ' sinz)

S sin zdz S dz
sin™ 'z cos"z sin™z cos™ %z’

on parvient a la formule

S iz d 1 i n+m—2 S dz
sin™zcos™z  (n— 1)cos™ 1z sin™ 1z m—1 cos™ 2zsin™z’

Lorsque m est impair, la premiere de ces formules conduit &

dz
J sin z cos"z’

sin™°zcos"z

et, par la seconde, on ramene cette intégrale & I'une des suivantes :

S dz dz
sinzcosz’ sinz’

Ix

Pour les tangentes et cotangentes il vient

o sin zdz
Stang’"zdz = Ssm’”"z
cos™z
. sin™ 'z (sin™ 2zdz
(m—1)cos™ 'z S cos™ %z

__tang™ 'z
B ]

— Stang’”"zdz;
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cos zdz
S cot™zdz = SCOSM—IZ T )
sin“z
- cos™ !z (‘cos"“*zdz
(m—1)sin™'z ) sin™’z
cot™ 1z
= — —— Scot’"”zdz.

Dot I'on conclut, en supposant successivement pair et impair
nombre 7,

tan n~1 tan Mm--3
[ angoad; — g% _ tangs

vo.o =tangzmz + G,

—1 m—3
- - tang™ 'z tang™ %z tang®z
tang™zdz = — = ==
S g™zdz —— —=en 3 lcosz+C,

cot® iz = coitisdz
cot™zdz = — e e e s %o
S e m—3 +COtZ+Z+C
C Cotfiaizin=cotiisiz cot®z
cot™zdz = — : —es = {sin C.
5 e e St R TS

198 |
Les formules qui raménent

sin®zdz cos®zdz
cos™z ’ sin™z

a des intégrales traitées ci-dessus, s’obtiennent comme il suit :
9

sin“zdz . a—1 Sinzdz
SIN* %
cos™z c0s™z

sin* 'z a—1 (sin®* *zdz
= ——— 2
(m—1)cos™'z  m—1 ) cos™ %z

Ry
cosPzdz g—1_ €O zdz
—_— COS 12
sin™z sin™z

cos* 'z g—1 cos*~%2dz
(m—1)sin™'z2 m—1 ) sin™*z

le
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10. Ce qui précéde offre des moyens suffisants pour intégrer les
fractions que nous venons de considérer. Nous y ajouterons cependant
de nouvelles expressions des intégrales

c dz ( dz
3sinmz’ .Scos”'z"

expressions auxquelles conduit l'intégration des tangentes et cotan-
gentes.
Pour cela nous posons d’abord

S dz = (sin z +'cos z> ’"d’
sin"z cos™z S cosz ' sinz/
=\ (tang z + cot z)"dz.

v

En supposant m=2#, on aura évidemment

g dz

sin™z cos™z

= 3 ( tang™z + m tang™ %z 4............

mim—1)... (k+42)
1.2..(k—1)

A
>~

_|_
-

e

tang®z 4+ it

o3

==

—1)..
1.2..

mm—1)... (k+2)
1.2... (k—1)

COL i T

-+ mcot™?z -}~ cot‘”‘z) dz.

Intégrons maintenant. Il vient



is INTEGRATION DES FONCTIONS GONIOMETRIQUES.

dz
S sin™z cos™z

tang”~'z  tang™ %z  tang™ %z

= omtangz- T

m—1 m—3 m—>5
tang™ %z tang™°z
— e il A —_— —+ z
+mm—3 e = mtangz 3= m
m(m — 1) tang™*z m(m — 1) m(m—1)
— v E——— I FE————12
1.2 m—38 T2 “8*F g

il 1) m(m —1)...(k4-2)
1)

A LR T T
m(m +1)... (k+1)
T 1.2.. k -
m(m—l (k+2) Bl m(m—1)...(k+2)
(/t—l) N 1.2..(k—1) °
m(m—1) cot™ °z _m(m—d)cot__m(m—i)_
o 2 e T e — e 4
N t'm—3 v m—sz
—m = e m gt — =+ mcotz &= mz
m—3 - m—25
cot”'z | “cot™z  cot™’z =
m—1 m—3 m—35 " 12 o
+ C.
Or, en groupant, on trouve généralement -
(-‘—'l el mm—1) m(m—1)..(m—p--2)\ tang™***'z — cotm-*r+'z
[P ST e .2...p—1) ) m—2p+ 1
__ (m—1)(m—2)...(m—p--1) tang™***'z — cotm-*+iz
v 2...(p—1) m—2p 41 -
puis
m(m—1) m(m— 1) ... (k4 2)\
2l tEmpE ——— =+ ... = 5
<,+ "+ 1.2...k—1) )
 2m—1)m—2) ... (k1) _

1.2...(k—1)
mm—A1) ... (k4+1)
) A .
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de sorte que cette derniére somme détruit I'intégrale que donne le
terme du milieu de la différentielle.

Donc
dz - tangm—xz — cot™ 'z tang’"’ 35 — cot™ 3z
Ssin’"z cos™z =1 + (m—1) i
(m — '1)(m — (2) tang’m—sz = cotm—tiz +
1.3 = RV o,

(m—1)(m —2)...(k +-1)

— cot
s 1.2...(k—1) (tangz — cotz) 4+ C,

si m=2 k. Quand m=2k + 1 le dernier groupe donne

(m—1)(m—2)...(k+1)

({sinz — [l cos z);

1.2...k
et par suite on a
¢ ds __ tang™ 'z — cot™ 'z y, tang™*z — cot™ *z
5 sin™zcos™z m—1 ) e TR
s (m —1)(m —2)... (k4 2) tang®z — cot’z
1.2...(k—1) )
(m—1)m —2) ... (k+1)
= A=2n sk Hangr G
Donc, puisque
R g ) dz
Ssin"’z FE L Sk 2
g%y
S dz — =1 dz

cos™z é-""_l {12 % ‘m z\’
2 m e W inm e -
cos <4—|—2> sin <4+2>

des deux formules qui précedent, résultent les suivantes :
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/

z 7
tang™! — — cot™!
z 1 e

Sinm, = Qm'—'l

tang™ -3 % — col™=32

[CIR1}

C—y
|
DO ™

m—1 Srfggt) m— 3

(m—a)(m—e)...(k+1)< s 3 ‘
g~ tang 5 cma) oufi

tangm—-i = cotm—j

(S IS

tang"é —cot?=

iy o (m—1)(m—2)...(k+2) 2

—1 1.2...(k—1) 2

-

S|

(m—1)(m—2)... (k+1) z
+ 1.2..k Hangged G

Qo

e (T B\ oot (T2
S . p taug‘ <4+9> cot <4-|—2>

cos™z b=

e 45}~ (] [

5 d: 1‘ tang™-! G -+ %) — cot™! G -+ %)

b \ T
i s o (D)~ ()

1.2...(k—1) 2
(m—1)(m—2)... (k+1) m oz
7 T “a"g(z+§> + ¢,

dont la premieére de chaque couple répond a m—=2#k, et la seconde
am=—2k+1.

Les coefficients sont ici plus simples que dans les formules données
plus haut pour la détermination de ces intégrales , et ils offrent I’avan-
tage de procéder comme dans les puissances entiéres du binome.
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Exemple :
82 oot 2 62 _ cots = s ot
S i 1 tang 3 cot 3 o tang 3 cot 3 s tang cot 3
SITTSZ D S\ 8 6 A

L 2
tang® S cot? =

+ 86 5 + 70 ltang £ | 4 C;
et la formule connue donne
dz _ cosz S 7 ¢ SR, 105 2'>
S S = e (cosec z+ 6cosécz -{—ﬂcosecz +4—Scosec z

105 z
—I— @ltang é + C.

§ 4. Transformations qui conduisent aux intégrations ci-dessus.

11. On peut écrire

Pdz
sin™2z

comme 1l suit
Pdz
9™ sin™z cos™z

et, st Q est une fonction rationnelle et entiére qui contient sin 7 ou

GRS

cos 5, en faisant z—=2x, on changera
Qdz
sin"z
en
Pdx

2m-15in"z cOs™x
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[
w

Mais il importe essentiellement d’observer que les différentielles

Pdz Pdz Pdz

] b i

cos™ % sin™ = cos™ =
k k

| ™
(s

sin” —

o~
e

sont intéegrables parles formules qui précédent lorsque £ est un nombre
entier. Car, quand on remplace z par £z, elles deviennent

Pkdz Pkdx Pkdx
sin®z’  cos™r’ sin"xcostc’

et cette substitution n’introduit dans P aucun sinus ni cosinus dépendant
d’une fraction de x. Ainsi, quand on fait z=23x, il vient

coszdx — 19 (cos%dw (cos xdx

J sinz J sinz

sin

3 =

= 6cos’r + 3/sinz + C;

done

coszdzzﬁcose%_{_3lsin%+c-

g

sin
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-CHAPITRE DEUXIEME.

INTEGRATION DES FRACTIONS DONT LES DENOMINATEURS SONT DES FONCTIONS
GONIOMETRIQUES MONOMES D’ARCS TELS QUE €« =%z,

§ 1. Intégration des differentielles

Pdz Pdz
sin"(a == z)’ cos™a=tz)’

Pdx Pdz Pdz
sin"(a=z)’ cos™(a==z)’ sin™(a==z)cos{atz)

12. Toutes les fois que la fonction P ne renfermera pas de sinus ni de
cosinus d’un arc autre que celui @ &=z auquel appartient le dénominateur
de la fraction & intégrer, on effectuera I'opération par les formules éta-
blies précédemment.

Dans tous les autres cas, on fera d’abord disparaitre les sinus ou
cosinus des multiples de z qui pourraient se trouver dans P: et l'on y
rapportera ensuite tous les sinus et cosinus & 'arc @ =+ 2.

Exemple :

[2sinz cosz + cos®(k +z)] dz
cos®(a + z) :

( [sin2z+ cos?{k+-z)] dz
\

=y
cos*a -t z) )
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Or
sinz = sin (a4 z—a)
= sin(az) cosa— cos(a--z)sina,
€0sz = cos (@ z) cosa+ sin (a—z) sina,

cos (k- z) = cos(k— a) cos(a~+2z) — sin(k—a) sin(a+ 2);
et effectuant les substitutions, on trouve
N9y 2 "
\‘[sm?.-kcos (k+z)]dz___ [cos’(k—a)—sin%a]s dz

. cos®(a+z) cos (a—-z)

~+ [2c0s 22— sin(2k — 2a)) SSlcrlO(saﬂ(:ll-j;t)z

o+ intk—a) +sin2a) { A

§ 2. Intégration de la différentielle

Pds
sin (a+ z) cos(b—z) cos(z—c¢)...

13. Tl est évident que, si ’on parvient & décomposer la fraction

41
éin_(a+ z) cos (b-—2z) cos(z —c)...

en fractions partielles ayant pour dénominateurs respectifs les facteurs
du produit sin(@ —+ z) cos(b—=2)... quelles que soient d’ailleurs les
constantes dont ils puissent s’y trouver affectés, on déterminera

° Pdz
\ sin (¢ + z) cos (b — z) cos(z—¢)...

v

au moyen d’intégrales telles que

Pdz Pdz
Ssin(a-|— z)’ Scos b—72)’

que nous savons établir.



INTEGRATION DES FONCTIONS GONIOMETRIQUES. 25

Les décompositions élémentaires des fractions que nous considérons
s’obtiennent comme il suit :

1 sin[6+z— (a+2z)]
sin(a42) sin(b-+z) ~ sin(b—a) sin(a—+2) sin (6 z)
©__ sin(b4-z) cos(a+-z) — cos(b+z) sin(a + z)
-~ sin(b— a) sin (a4 z) sin (b+z)
v cos(a-} z) cos (b+z)
~ sin(b— a) sin(a +z) + sin (a—>b) sin(6+z)’

1 ‘cos[b+z — (a +2)]
sin(a+-z)cos(b-+z)  cos(b—a) sin(a + z) cos (6 + z)

T cos (a+ z) o sin (6 4 z)
~ cos(b—a)sin(a+z) ' cos(a— b)cos(b+z)’°

1 sinfa + z — (6 + z)]

cos(a—+z)cos(b+z) — sin (a— b) cos (a—+ z) cos (b + z)

e sin (a + z) sin (b 4 z) y
"~ sin (a— ) cos (a + 2) + sin (6 — a) cos (b+z)’

et ainsi des autres. Il importe de remarquer que ces résultals subsis—
tent lorsqu’on change z en — 2z, et qu'il en sera par conséquent de
méme de tous ceux qui en dérivent.

- Nous allons maintenant chercher a établir des formules applicables a
la décomposition des fractions de ce genre dontles dénominateurs offrent
plus de deux facteurs.

14. Supposons que le dénominateur de la fraction

1
sin(a+-z) sin (b+z)sin(c 4-z).....

soit un produit de » sinus.
On trouve

10
1 i cos(a+ z) cos (h+ z) :
sin(a—+z)sin(b+z)  sin(b—a) sin(a -+ z) + sin (a— &) sin (b + z)°

b
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(35}
°

1
sin (a + z)sin(b 4 z) sin(c + z)
il cos(a—+z) l cos(b +z)
" sin(b—a)sin(a-+z)sin(c+z) ' sin(a— b)sin(b+ z)sin(c+z)’

- et, décomposant ces deux fractions,

1
sin(a+ z) sin(b + z) sin(c—+-2)
4. cos?(a -+ z) 1 cos(a —+-z)cos (¢ +z)
" sin(b— a)sin(c —a)sin(a+z) ' sin(b — a)sin(a— ¢) sin(c 4 z)

cos?(b+z) e cos(b +- z)cos{c - z)
Cr sinfa— b)sin(c—¥&)sin(b+z) ' sin(a— b)sin(b— ¢)sin(c +z)’

Maintenant, quand on rapporte cos (@+2),” cos (b + z) a l'arc ¢+ 2,
il vient

cos(a—+ z)cos(c + z) cos(a — c¢)cos?(c 4 z) cos(c + z)
sin(b—a)sin(e—c)sin(c+z) _ sin(b—a)sinfa—c)sinfc+2z)  sin(b—a)’
cos(b -+ z) cos(c +-z) e cos(b—c) cos®(c 4 z) cos(c +2)
sinfa—b)sin(b—¢)sin(c+z) ~ sin(a — b)sin(b—¢)sin(c+z)  sinfa—b)’
Or
coslc+2z) |, coslc+z)
P N ey 3

et, en vertu de la décomposition précédente, on a

cos(a —¢) cos(h — ¢) 1

sin(b— a)sin(fa—c) ' sin(fa—b&)sin(b—c) ~ sin(a—e¢)sin(b—ec)" ¢

Donc
1 cos*(a+z)
sin(a +2z)sin(b +z)sin(c+2z) ~ sin(b—a) sin(c — a)sin(« + z)
1y cos*(b+ z) : cos®(c + z)

sin(a—&)sin(c— b)sin(b4-z) ' sin(a —e¢)sin (b — ¢)sin(c 4} z)’
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3> On peut donc poser

= 1 i cos?(a + z)
sin(a -+ z) sin(b+ z) sin(c 4 z)sin(d +z) ~_ sin(b — a) sin(c — a) sin (a + z) sin(d + z)
cos*(b-+z) cos®(c +z)

i sin(a—b)sin(c —b) sin(0 - z) sin(d + z) 2 sin(a—c¢)sin(b—¢)sin(c + z)sin(d + z) ’

ce qui conduit d’abord a

1
sin(a +- z) sin(6 + z) sin(c 4 z) sin(d + 2)
e cos’(a—+z) 1 cos®(a -} z)cos(d + z)
"~ sin(b—a)sin(c — a)sin(d—a)sin(a +z) ' sin(6 — a)sin(c —a)sin(a—d) sin(d 4 z)
cos®(b+z) o cos*(b + z)cos(d + z)
ol sin(a— b)sin(c— b)sin(d — &)sin(b+z) ' sin(a — b)sin(c — &) sin(b — d) sin(d + z)
cos’(c -+ z) L cos*(c+ z)cos(d 4 z)

sin(a—¢)sin(b—¢) sin(d —c¢)sin(c +z) ' sin(a—c)sin(6—¢) sin(c —d)sin(d + z)’

Or, les transformations de cos’ (@ + 2), cos’ (b—+ 2), cos’ (¢ + 2) effec-
tuées comme ci-dessus, donnent

cos®(a—z) cos(d 4 z)
sin(b—a)sin(c—a)sin(a —d)sin(d - z)

cos*(a—d)cos®(d+z) 2cos(a—d)cos?(d+-z)

sin(a—d)sin(d-}-z) cos(d+z)

:sin(b—a)sin(c—a)sin(a—d)sin(d-l—z)_ sin(b—a)sin(c—a) i sin(b6—a)sin(c—a)

cos® (b z)cos(d + z)
sin(a — b)sin(c — &)sin(b — d)sin (d + z)

J

cos*(b—d)cos®(d+z) __2cos(b—d)cos’(d+-z) | sin(b—d)sin(d+-z)cos(d+-z)

= sin(a—>b)sin(c—b)sin(b—d)sin(d— z) sin(a—>a)sin(c—0) sin(a—b) sin(c—0)

cos®(c+-z) cos(d+z)
sin(a— c)sin(b—c)sin(c—d)sin(d+-2)

cos*(c—d) cos®(d—+z) __ 2cos(c—d)cos*(d+-z) | sin(c—d)sin(d-z)cos(d+-z)

— sin(a—c)sin(b—c)sin(c—d)sin(d+z) sin(a—c)sin(b—c) sin(a—c)sin(b—c)
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Mais nous venons de voir que

cos? (a—d) 1 - cos*(b—d)
sin(b—a)sin(c—a)sin(a—d) ' sin(a—b)sin (c—¥b)sin(6— d)
cos®(c—d) 1

- sin(a—¢)sin(b —c¢)sin(c—d) T sin(« — d)sin (6 —d) sin(c—d) -

et, pour les coefficients respectifs de cos*(d +2) et sin (¢ + 2) cos (d+2),
on trouve en assemblant

2 (cos(a— d) sin (¢ — &) 4 cos(b —d)sin (a — ¢) 4 cos(c— d) sin (b— a))
sin (6 — a) sin (¢ —a) sin (¢ — )
sinfc—b+a—d)+sinfc—b—a-+d) 4 sin(a—c+b—d) + sin(a—c—0b+d)
—+ sin (b—a—+c—d) 4 sin(b—a—c+d)

sin (b—a) sin (c— a) sin (c — &)

=0,

et de méme

sin (a—d) sin(c—b) -+ sin (b — d) sin(a — ¢) + sin(¢c—d) sin(b—a)
sin(b—a) sin (c—a)sin(c—b)

é [cos(a—d —ec—+b) —cos(a—d +c—b) - cos(b—d —a+c)— cos(b—d+a—c)

~+ cos(c—d — b+ a) — cos(c—d + b—a))
sin(b— a) sin(c—a) sin(c— h)

= 0.
Donc
o 1
sin (a -+ z)sin (b 4 z) sin(¢ 4 z) sin(d +-z)
~ cos*(a 4 z) cos® (b+z)
"~ sin(b—a)sin(c — a) sin(d —a)sin(a + z) aF, sin(a—b)sin(c — b) sin(d—b)sin(b+- z)
cos®(c + z) cos¥(d + z)

sin(a —c)sin(6—c¢) sin(d — ¢)sin (¢ +z) o sin(a— d) sin(b — d) sin(c — d)sin(d + z)"
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On s’assure ainsi que, si les facteurs du produit
sin (a+2) sin (b + ) sin (¢ 4 2) .....

sont au nombre de », on aura

1
sin (a 4+ z) sin (b 4 z) sin(c + z) ...

e cos"! (a + z) cos™ (b + z)
" sin(b—a)sin(c —a) ... sin (a -} z) + sin (@ — b) sin (¢ — 6) ... sin (b 4- z)

(4)

cos™ ! (c + z)
sin(a—c¢)sin(b—¢) ... sin(c—z

+ R

Telle est la formule générale qui décompose la fraction

1
sin(a 4 z) sin (b + z) sin(¢c + z) ...

quel que soit le nombre de facteurs qui forment son dénominateur. Elle
est applicable a toute fraction dont le dénominateur est un produit de
sinus ou cosinus tous distincts dépendant d’arcs tels que a==z. Car,
au moyen des identités

cos(a -+ z) = sin (g—{— a-+ z> .
: ™
cos(a — z) = sin <§ —a -|—z>,
sin (@ — z) = sin (= — a + z),
une telle fraction peut toujours étre mise sous la forme

1
sin (@ + z) sin (b 4 z) sin(c + 2) ...




30 INTEGRATION DES FONCTIONS GONIOMETRIQUES.

Exemple :

1 1

sin(a - z) cos(b—z)sin(z—c) ST 215 (‘g P z) )

cos*(a + z)
sin <g —b— a) sin(—c — a)sin(a - z)

cos® (1—; — b —|—’z>

sin (a—g+b> sin <—c,——g+b> sin(%—b+z>

+

cos®(z — ¢)

= = 3
sin(a 4 ¢)sin (5 —b+ c> sin(z—¢)
donc
1 cos*(a2)
sin (a 4 z)cos (6 — z)sin(z —c) cos(a -+ b) sin(a + ¢)sin(a + z)
4 sin®(6 — z) + cos*(z —c)

cos(a + b)cos(b —c) cos (b—z) ' sin(a + ¢)cos(b—c)sin(z —c)’
15. Quand on traite conformément a sa nature chacun des deux cas
‘qu’offre la fraction
1
sin(a + z)sin (b + z)..... "~

selon que son dénominateur est un produit d’'un nombre pair ou impair
de.facteurs, on obtient deux formules distinctes remarquables par leur
extréme simplicité. Et I'on y parvient plus facilement qu’a la formule
générale établie ci-dessus. En effet, on a

lo

1 1= cos(a + z) - cos (b + z) -
sin(a 4 z)sin(6 4z) ~ sin(b—a)sin(e +z) ' sin{(a— b)sin(b+z)’
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2(-
1
sin(a 4 z)sin (b 4 z)sin(c 4 2)
5 cos(a+2) - cos (6 + z)
"~ sin (b—a)sin(a 4 z)sin(c 4 2) iy sin(a—b)sin (b + z)sin(c + 2)’

et par suite
1
sin(a 4 z)sin (b 4 z) sin (¢ 4 2)
o=, cos®(a + z) cos (a - z) cos(c + z)
~ sin(b—a)sin (¢ — a)sin(a 4 z) + sin (b — a) sin(a—¢) sin (¢ + 2)

cos® (b + z) <! cos(b + z)cos(c + z)
sin(a —b)sin(c— &)sin(b+z) ' sin(a —b)sin(b—c)sin(c + z)°

+

- Maintenant, au moyen de l’identité cos®(@+2)—1—sin® (a+ 2),
on peut faire

cost(a + z) = cos (a -+ z)cos (c + z)
sin(b —a)sin(c —a)sin(a +z) ' sin(b—a)sin(a —¢)sin(c + z)
"4 1 sin (@ + z)sin (¢ + z)
~ sin(b— a)sin(c — a)sin(a 4 2) 3y sin (b — a)sin(a —¢)sin(c + z)
cos(a 4 z)cos(c + z)
45 sin (b — a) sin(a — ¢) sin(c 4 z)
iy 1 + cos(a—¢)

~ sin(b—a)sin(c—a)sin(a+42z) ' sin(b—a)sin(a — ¢)sin(c +3)’

et pareillement

cos*(b + z) cos (b + z)cos (¢ + z)
sin (@ — &) sin(c — b)sin(b+-z) ' sin(a— b)sin(b— ¢)sin(c 4 z)
1 4 cos(b— ¢)

= sin(a— b)sin(c— bysin(b+2) | sin(a— b)sin (b — ¢)sin(c + 2)°

On obtient ainsi
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1
sin (a4 z)sin (b + z) sin (¢4 2)
= 1 cos(a—c)
" sin(b— a)sin (c—a) sin(a-+}z) 23 sin(b —a)sin(a—c¢) sin(c+z)
1 cos(b—c)

S e o T AT ST sn(ctz)’
mais de la décomposition précédente, il résulte que

cos(a—c) - cos(b—c) G 1 :
sin (b —a)sin(a—c¢) ' sin(a—¥&)sin(b—¢c) ~ sin(a—c)sin(b—c¢)’

donc
1
sin(a—+ z) sin(b 4 z) sin (¢4 z)
1 | 1
=sin(b—a)sin(c—a)sin(a+z) ' sin (a—8&) sin(c—b) sin (b 2

3 1

sin (@a—¢) sin (b—¢)sin(c+z)°

3° 11 s’ensuit

1 1
sin(a--z) sin (b+-z) sin (¢+z) sin (d+-z) = sin (b—a) sin (c—a) sin (a+-z) sin(d +z)
1 1 )
= sin(a—b) sin(c—b) sin (b+z) sin (d+z) =iy sin (a—c) sin (b—c) sin (c+z) sin (d—+z)’

ce qui donne

1
sin(a--z) sin(b -+ z) sin(c+2) sin(d +z)
- cos (a+2) cos (d+z)
"~ sin(b—a) sin(c—a) sin (d—a) sin (a-}z) + sin(b—a) sin(¢—a) sin (a—d) sin(d+-z)
cos(b+z) | cos(d-+z)
o sin(a— ) sin (c—¥&) sin(d—b) sin(b+z) ' sin(a—b) sin(c—b) sin(6—d) sin(d +z)
cos (¢+z) cos(d—+2)

+ sin(a—c) sin (b—c¢) sin(d—c¢) sin (¢4 z) + sin(a—c) sin(b—c¢) sin(c—-d) sin(d+z)
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ol
«

Or, d’apres ce qui a été établi en dernier lieu,

1 1
sin(b—a) sin (¢ — a) sin(a—=-d) - sin(a— b) sin (¢—¥&) sin (b — d)
1 . 1 A
S sin(a—c) sin(b—c) sin(c—d)  sin(a—d) sin(b—d)sin(c—d)’
donc
1
sin (a4-z) sin(b+ z) sin(c 4 z)sin(d+ z)
. cos (a-+z) cos (b+2)
"~ sin(b—a) sin(c—a) sin(d—a) sin (a-+z) oF sin(a—>) sin (c—>b) sin(d—b) sin (6+2)
i cos(c+z) . cos (d+z)

sin(a—c) sin (b—¢) sin (d—c) sin (c+2z) ° sin(e—d) sin (b—d) sin (c—d) sin (d+2z)’

4° Posons encore

1
sin (a4 z) sin (04 z) sin (¢ + z) sin(d + z) sin (4 z)
s cos (a+z) cos (b+-z)
"~ sin(b—a)sin(c—a) sin(d—a) sin(a-z) sin(f4-z) +sin(a—b) sin(c—b)sin(d—b)sin(6+-z) sin(f+z)
cos(¢c+3) cos (d+z)
ar sin(a—c) sin(b—c) sin(d—c) sin(c+z) sin(f+z) iz sin(a—d)sin(b—d) sin(c—d) sin(d-+z)sin(f~+z)”

Quand, aprés avoir décomposé ces quatre fractions, on effectue les
transformations dont nous avons fait usage pour le cas de trois facteurs,

il vient
1
sin{a - z)sin (6 4 z) sin (¢4 z) sin(d + z)sin (4 z)
<5 1 i cos(a—f)
~ sin(hb—a)sin(c—a) sin(d—a) sin(f—a)sin(a+z) ' sin(b—a) sin(c—a) sin(d—a)sin(a—f) sin(f+z)
1 cos (b—f)
il sin(a—b)sin(c—0) sin(d—>)sin(f—b) sin(b—+-z) s sin(a—b) sin(c—2b) sin(d —b) sin(b—f) sin(f4z)
1 cos(c—f)
sin(a—c¢)sin(b—c) sin(d—c) sin(f—c) sin(c+z) + sin(a—c)sin (b—c)sin{d—c)sin(c—") sin(f~+z)
1 cos (d—f)

sin(a—d)sin(6—d)sin(c—d) sin(f—d)sin(d+-z) h sin(a—d) sin(b—d)sin(c—d) sin([d—f )sin(f+-z)
5
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et puisque, conformément & la décomposition qui précede,

cos(a—f) cos(b—f)
sin(d — a) sin(c— a) sin(d —a) sin(a— f) ' sin(a—b) sin(c —-b)sin (d —b)sin (b —f)
cos(c—f) cos(d—f)
+ sin(a—e) sin(b—c¢) sin(d—c) sin(¢c— ) ils sin(a—d) sin (b—d) sin (c—d) sin (d—f)
1

~ sin(a—f) sin (b—f) sin (c—/) sin(d—F)’

on aura
1
sin(a+z) sin (b+z) sin (¢ 4 z) sin (d + z) sin (f + z)

1 1

s sin(b—a)sin(c—a)sin(d — a) sin(f—a) sin(a+-z) + sin(a—>) sin(c—&) sin(d—=0) sin(/—&) sin(b-+}z)
1 1

+ sin(a—c) sin(b—c) sin(d—c) sin(f—c) sin(c+-z) +sin(a—d) sin(b—d) sin(c—d) sin(f—d) sin(d—+-z)
1

+sin(a—f) sin(b—/) sin{c—f) sin(d—f) sin(f+2)’

D’ou I'on voit que la marche ultérieure de 'opération ne saurait pré-
senter aucun nouvel incident de calcul et que les résultats se succé-
deront en changeant alternativement de forme comme ci-dessus.

Donc en général, suivant que la fraction

1
sin(a—+z) sin(b+z) sin(c+42).....

offre dans son dénominateur un nombre pair ou impair de facteurs,

on aura
B 1
() sin(a—+-z) sin(b +z) sin (¢ -}-2).....
‘ud cot (a+2) cot(b+z)
" sin(b—a)sin(c—a)... ' sin(a—b) sin(c—b)...
OLEE) o .

sin (a—c¢) sin(b—c)...
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ou
1
© sin (a+z) sin (b+ z) sin(c+-2).....
coséc(a - z) 1 coséc(b+z)

= sin (b—a) sin(c—a)...

_I_

sin (a—¥b) sin (¢ — b)...
coséc(cH-z)
sin(a—c) sin(b—¢)...

Ainsi, au moyen de l'une ou de 'autre de ces formules, on obtiendra
la plus simple décomposition de la fraction

Pdz .
sin (a +z) cos (b— z) cos (z—c¢)..."

tandis qu’en se servant des suivantes

c dz
3 sin (@ z) sin (b4 z) sin(c+ z)s...

= coséc(b—a) coséc(c—a)... [ sin(a+z) -+ coséc(a—b) coséc(c—>)... Isin (b+z)

(D)

~+ coséc(a—c) coséc(b—c)... ! sin(c+z) +.....

+C
ou
() Ssin (a+z) sin(b j—zz) sin(c+2).....
= coséc(b—a) coséc (c—a)... [ tang a—%f -+ coséc (a—b) coséc(c—b)... I tang 2%5
-+ coséc (a—c) coséc(b—c). .. L tang c—;z +.....

+C,
dans les mémes suppositions que ci-dessus, on déterminera immédia-
tement ’intégrale de toute différentielle de la forme

dz
sin(a z) cos (b—z) cos (z —¢)....."
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-

Les applications se feront & 1’aide des substitutions indiquées a la suite

de la formule (A).
Exemple :

dz = dz )
Scos(a—}—z)@s(b—z ) $n (¢ —2) Ssin <g+a+z> sm(g——b—{-z) sin(m — ¢} z)

On écrira donc

dz
Scos(a-{—z) cos(b—z) sin(c—z)

— coséc (—b—a) coséc ( 3 —c-—a) [ tang( + -;-)

+ coséc(a +b)coséc <— — c—|—b> [ tang < -

+ coséc <a—|—c —~> cosec(c—b_ _) Itang < ¢ = z)
+C;

ce qui donne

dz a4tz
S cos(a+z) cos(b—z) sin(c-z) B e L L s < M 2 >

+ coséc(a-4-b) séc(c—b) [tang (77: — b;z>

e

+ séc(atc )séc(b—c) Lcot & :

§ 3. Intégration de la différentielle

- Pdz
sin™(a 4 z)cos™(b— z).....

16. La fraction

Pdz
sin™(a 4 z)cos™(b—z).....
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peut étre intégrée par deux moyens essentiellement différents, savoir,
par décomposition ou par la réduction successive des exposants.

La décomposition doit évidemment étre opérée de maniére que les
fractions partielles définitives prennent les formes

Pdz Pdz
sin (@ 4 z)’ sin™(a+z)’

Pour cela, on appliquera d’abord la formule (C) au plus grand
nombre impair de facteurs distincts contenus dans le dénominateur de
la fraction

{
sin™(a+z) cos"(b—2) ...

et l’on traitera ensuite pareillement chacune des fractions partielles
jusqu’a ce qu’il devienne impossible de continuer 1'opération. Ce calcul
est tres—facile ; car il n’exige que ’addition des termes identiques au
fur et & mesure qu’ils se présentent. Et il est clair qu’il conduira & un
certain nombre de fractions dont les unes fourniront des différentielles
que nous avons déja intégrées, tandis que les autres tomberont dans 'un
des cas

1 1
sin™(a + z) sin (b + z)’ sin™(a + z) sin" (b + z)°

C’est donc de ces derniéres que nous avons & nous occuper actuelle-
ment.

17. En répétant I’opération

1 _I cos (a + z) cos (b 4 z)
sin (@ 4 z) sin (642z) ~ sin (b — a) sin (a + 2) g5 sin (@ — b) sin (6 + z)’

on trouve
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1
sin™(a 4 z) sin (b 4 2)
- cos (b + 2)
s sin (a — b) sin™*(a 4 z) sin (b 4 z)
cos (a -+ z) (cos b 4 z)
sin (b — a) sin (@ — b) sin™*(a 4 2)

cos?(b+-z) i
= sin®(a—b)sin™*(a-+-z)sin(b+2)’

o cos (a4 z)
~ sin(b—a) sin™(a + z)
cos (a +- z)

~ sin (b —a) sin™(a 4 2)

_|_

d’ou I'on conclut

1
(F) sin™(a + z) sin (b + z)
__cos(a+z) 1 I cos (b + z) . cos®(b 4 2)
~sin(b—a) (siu”‘(a +3z) ' sin(a—b)sin"*(a+z) ' sin®*(a—b)sin" *a-- z)

cos™ ! (b 4 z)
L1 + sin™*(a — b) sin (a - 2) )
cos™(b + z)

T S e—b s 7’

ot I'éxposant m peut étre indifférement pair ou impair. -

‘Lorsqu’on se sert de la décomposition simplifiée

cos ik + 2) L 1 cos (¢ — k)
sin(k4z)sin(¢+2)  sin({—k)sin(k42z) sin(i —&)sin({ 4 z)’

on obtient deux formules applicables respectivement aux valeurs paires
et impaires de m. Il vient

10

1
sin®(a + z) sin (6 + z)
% cos-(a + 2) “ cos (b -+ z)
" sin (b—a) sin?(a + 2) g sin (@ — b) sin (a + z) sin (b + 2)
cos (a -+ z) cos (6 — a) 1

+

~ sin (b—a)sin®*(a+z) sin’(b—a)sin(a+2z) ' sin®(b— a)sin (b + z);
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20
1
sin¥(a + z) sin(6 + z)
= cos (a + z) cos (b—a) = 1
" sin (h—a)sin®(atz)  sin®(b—a)sin®*(atz) ' sin®(b—a)sin (a4-2) sin (b4-3)
= cos (a + 2) cos (b —a) - cos (a + 3)
"~ sin(b—a)sin®(a+2z)  sin®(b—a)sin®(a+z) ' sin®(b—a) sin (a+z)
cos (b + z)
~ sin®(6b—a)sin (b +2)’
30
1
sin*(a 4 z)sin (b + 2)
= cos (a + z) cos (b—a) cos (e + z)
~ sin(b—a)sin*(a4z) sin®(b— a) sin(a + 3) i sin®(b — a) sin®(a 4+ z)
cos (b + z)
~ sin®(b— a) sin (a = z) sin (b + 2)
- cos (a + z) =+ cos (6 — a) cos (a + z)
" sin(b—a)sin*(a+2)  sin®(b—a)sin®(a+ 2z) i sin®(6 — a) sin®(a 4 z)
cos (b —a) o8 1

TS e—a)snjatz) s —a)sn(bF2)’

et ainsi de suite. On aura donc

1

(G)

sin™(a -+ z) sin (6 + z)
= cos (@ + z) - cos (b —a) + cos (¢ + 2)
" sin(b—a)sin™(¢ +z) sin®(b—a)sin™ (a4 2) ' sin®(b— a)sin™*(a 4 z)
cos (b — a) cos (b —a) 1
 sin*(b—a) sin™3(a+-z) A sin™(b—a) sin(a+z) ' sin"(b—a) sin(6+z)’
si m est pair, ou
1
(H) sin™ (a -+ z) sin (& 4 z)
£ cos (a + z) cos (b—a) +
T sin(b—a)sin®(a+z) sin*(b—a)sin™tatz) T
cos (a + z) cos (b + z)

+

sin™(b—a)sin (a4 z)  sin"(b— a)sin (b z)’
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si m est impair.

18. Il n’est pas plus difficile d’établir une formule générale qui donne
la décomposition de la fraction

1
sin™(a + z) sin™ (b + z)

Quand, a I’aide de celle (F), on décompose successivement

d 1
sin™(a +2)sin*(6+2z)° sin"(afz)sin* (b2’ :

on trouve, en ajoutant simplement les termes identiques,

i
0 S0 (a - 2) s (6 - 7)
__cos"(a-}z) 1 ' n cos (b + z) n(n-4-1) cos® (b + 2)
~ sin*(0—q) <sin"‘(a—{—z) ' sin (a—b) sin™* (a+z) k= 1.2 sin’(a—b)sin™%(a-}-z)
mm—+1)... m+n—2) cos™ (b -+ z)
g i3 1.2...(n—1) sin"“‘(a—b)sin(a-|—z)>
cos™b+z) 1 mcos (a -+ z) 2 m(m--1) cos®(a + 2)
- sin'"(a—b)(sin"(b+z) + sin (b—a) sin®* (b} z) 1.2 sin®(b—a)sin"~*(b+z)
nn+41)...(n4+m—2) cos™™* (a + z)
G + 1.2... (m—1) sin"“(b—a)sin(b-{—z))'

iy

Mais ce résultat, ainsi que celui (I') dont il dérive, ne compensent pas
par leur généralité les inconvénients que présente leur application. Les
fractions partielles qu’ils fournissent exigent une transformation de
leurs numérateurs ; et ce calcul étant effectué, la décomposition est loin
d’offrir I’expression la plus simple dont elle est susceptible.

En conséquence, semblablement & ce qui a été fait ci-dessus, nous
avons cherché & établir des formules particuliéres répondant aux diffé-
rentes combinaisons qu’admettent les valeurs des exposants m et » dans

la fraction
1

sin™(a + z) sin*(b + z)’




INTEGRATION DES FONCTIONS GONIOMETRIQUES. il

A cet effet, nous décomposons cette fraction dans les suppositions suc-
cessives n—2, n—23,... en nous servant tour a tour des formules
(G) et (H), et ayant soin de faire

cos (k- z) = 1 cos (¢ — k)
sin(k+z)sin(t +2)  sin(t—k)sin (a+2)  sin (— k) sin (z + 2)

toutes les fois que le cas se présente. Et pour séparer les coefficients

numériques qui ne suivent pas une méme loi, nous écrivons les résultals
comme 1l suit :

1
sin™(a - z) sin® (b + z)
__cos(a+7z) 1 2 3
~ sin®(b—a) <Si“m(“+z) sin*(b—a) sin™*(a+-z) 1 sin*(b—a)sin™*(a—+z) <> >
3cos(b—a) 1 9 3
~ sinlb=a) <sin"‘“(a+z) Tt S—asn it | S—asn et e) >
4cos?(b—a)cos(a-}-z) 1 Y 3 6
3 sin*(b—a) <sin"‘-2(a+z) ' Sing(b—a)sin"‘“(a—{—z)+sin‘(b—a)sin"“°(a+z)+m>
4cos’(b—a) 1 . 3 b 6 .
"~ sin®(6b—a) <sin"‘“‘(a+z) " sin®(b—a)sin™5(atz) ' sin*(b—a)sin™"(a+z) >
+V,
1
sin(a T 2500 F 3]

1 1 ez 3 i
=—sin‘(b—a) <sin’”(a—|—z) = sin(b—a) sin™*(a+z) 3 sin*(b—a) sin™*(a-+}-z) i >

%cos(b—a)cos(a+-2) 1 : 3 6
& sin®(6—a) (sin"‘“(a—{—z) ' sin®(b—a)sin™3(a}-z) '3 sin"(b—a)sin’"‘s(a—{-z)+'“>
8¢0s?(b—a) 1 3 6 :
sin*(b—a) <sin’”‘2(a-{—z) + sin?(b—a)sin™*(a+z) + sin*(b—a)sin™ %(a+z) = >
__ 8cos’(b—a)cos(a+-2) 1 . 4 T 10
sin’(b—a) <sin""3(a—}—z) ' sin*(b—a)sin™*(a-}-z) ' sin‘(b—a)sin’""‘(a—l—z)—}_'”>
8cos*(b—a) 1 4 10
sin®(b—a) <sin"‘“(a+z) aF sin®(b—a) sin™%(a+-z) £ sin*(b—a)sin™%(a+z) + )
+ Vl 3
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1
sin™(a + z) sin® (b + 2z)

_ cos(a+-z) 1 T3 3 B 6 )
" sin®(b—a) <sin’"(a+z) ' sin®(6—a)sin™*(a+z) ' sin"(b—a)sin"“‘(a-|—z)+

5cos(b—a) 1 - 3 = 6
~ sin(d—a) (sin"“’(a+Z) S (b—a)sin™(atz) | sin‘(b—a)sin"(a +z)+ )

12c0s*(b—a)cos(a—+-z) ( 1 » 4 10
sin’(b—a) \sin™-%(a+z) ' sin*(b—a)sin™*(a+z) +sin‘(b—a)sin"““(a+z) R )
__ 20cos®(b—a) 1 . 4 \ 10 )
sin® (b—a) <sin"“3(a+z) ' sin®(b—a)sin™5(a+z) sin‘(b—a)sin’”‘7(a—|-z)+"'
16cos*(b—a)cos(a+z) 1 - 5 | 15
T sin’(b—a) (sin"‘"‘(a-{—z) ' sin®(b—a)sin™*(a+z) ' sin‘(b—a)sin""s(a—i-z)+'")

__16cos*(b—a) 1 e 5 " 15 al )
sin'°(6—a) <sin"“5(d+z) " sin®(b—a)sin™(a+tz) ' sin*(b—a)sin™*(at2) '
%’ Va ’

oV, V,, V, représentent les expressions qui contiennent les puissances
consécutives de la fraction

1
sin (b+2)’

et dont les coefficients dépendent de la valeur de m.

Par un tel rangement de termes, la loi des suites horizontales et la
maniere dont elles se succédent, suivant que 1’exposant de sin (b + 2)
est pair ou impair, deviennent manifestes ; et il nereste plus qu’a trouver
la dérivation des coefficients

1, 3, 4, 4,
1, 4, 8, 8, 8,
1, 5, 12, 20, 16, 16,

que comportent les facteurs communs a tous les termes d’une suite.
Désignons par
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......................

ces coefficients dans les décompositions des fractions

1
sin™(a + 2) sin” (b +2)°
1 1
sm™(@aF z) sin* (b +2)’ sin™(a+ z)sin" (b4 2)’

On voit par les résultats ci-dessus qu’ils offriront les relations

A=A +1,
B=B,+A +1,
C=G1+Bu
D =D, + C, &+ B,
E=E1+Du
F:F1 +E1+D1’
e RO D O OF Guoeldg 1)
si n est pair, ou les suivantes
A=A +1,

- o B o W
I
=
i
o

si n est impair. Or, on a toujours

A =n

-~

(32
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Maintenant , pour la détermination du coefficient B dans I'hypothése
n=21, on a les équations

B =B, + A, 4+ 1,
B, =B, + A,
B, =B, + A; + 1,
B, =8B, 1 A,,

qui donnent par substitution
B—"A; - A, A 1 A, A
Done, puisque A,=n—1, A,—n—2, A,—=n—3,... on conclut
B=n42n—2 +20n—4% + 20 —6) +.....
et un calcul entiérement semblable donne
B=2n—1)+2n—3) +20n—3) 4200 —7) + ..ou.,

lorsqu’on part de I'hypothese n =27 + 1.
Ensuite comme, supposant =2 7,

¢ =¢C, 4 B,
G, =G, + B, + A,,
U =5 Ly e 15
C,=¢C, 4+ B, 4+ A,,

il vient

C=B,FB,+A,+ B, +B, + A, ..

ou 'on a évidemment
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B, =20 —2) + 2(n — 4) + 2(n — 6) + 2o — 8) + .....
B,= n—2 4 2n—4) +2n—6)4 20— 8) + ... z
A, = n—2,

B,=2(n — 4) + 2(n — 6) + 2(n — 8) + 2(n —10) + .....,

................................

et I’on trouve ainsi

C=4(n —2) + 8(n — 4) + 12(n — 6) + 16(n — 8)

En opérant de cette maniere nous obtenons pour n» = 27,

A=34p

B=n42n—2)+2n—4+2n—6)+ .....,
C=4n—2)+ 8n— 4 +12(n—6) + 16(n—8) + .....,

D = 4(n —2) + 16(n — 4) 4 36(n — 6) 4 64(n—8) + .....,
E=16(n — 4) 4 64(n — 6) 4 160(n — 8) 4 320(n —10) +- .....

...................................

A=n,

B=2n—1)42n—3)+2n—5)+2n—7T)+ .....,
C=2(mn—1)+6(n— 3) + 10(n —B5) + 14n—T) + . ..,
D=28(n — 3) 4 24(n — B) 4 48(n — 7) 4 80(n — 9) + ..... g
E =8(n— 3) + 40(n — B) +112(n — 7) 4 240(n — 9) + ..... ?

mais on peut mettre sous la méme forme les deux suites qui expriment
un méme coefficient dans ces différentes suppositions. En effet

B=n 4 2n—2)+ 2n—4) +2n—6) + .....
=(nhn—2) +(n—2f n— ) (n— 44 n—6)+
=2n—1)+2n—3)+ 2n—5) +2n—T) & ...,
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C=2n—1)+6(n—3)410(n —5) +14(rn—17) +.....
=(2n—1)4+2nr—3)) + (4(n—3) + 4n—135)) +.....
=4(n —2) 4 8(n—4) +12(n— 6) + 16(n — 8) +.....,

4{n —2) 4 16(n — 4) 4 36(n — 6) + 64(n —8) + .....

(4n—2)+ 4in—4)) + (12(n—4) + 12(n —6)) + .....

8(n — 3) + 24(n —5) 4 48(n—7) 4 80(n —9) + .....

D

Il

On aura donc, quel que soit #, pair ou impair,

A=n,

B=2(n—1)4+n—3)4+n—8)+ (n—T7)F.....),
C=2((n—2)+2n—4) + 3n—6) + 4n—8)+.....),
D=2}(n—3)4 3(n—>5)+ 6(n—7)+ 10(n —9) + ..... S

et généralement

T=2((n—¢)+ tln—i—2)+ ﬁdi%i) (0 —7=2g) =} 1),
U désignant le dernier terme positif.

Quand on prend les sommes de ces suites et qu’on y change » en m,
on retrouve les coefficients de la seconde partie de la décomposition tels
qu’ils résultent directement du calcul, mais dont on ne saisit pas alors
facilement la loi.

Nous pouvons donc maintenant écrire les formules cherchées.

Pour ne pas compliquer les coefficients, nous ne rangerons pas les

1 1
st & oo

Or, on sait @ priori que le calcul est terminé lorsqu’on a assemblé
les facteurs appartenant aux premiéres puissances de ces fractions. On
peut donc se dispenser d’écrire les expressions finales des deux par-
ties de la composition. Et, comme ces derniéres prennent des formes

termes suivant les puissances de
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différentes suivant que m >n, m <n ou m=mn, en les supprimant,
nous diminuons de la moitié le nombre de formules nécessaires pour
définir tous les cas qni peuvent s’offrir. 1l suffit alors d’établir les trois
suivantes :

1° Soient m =2k, n =2 1.

On aura

1

(K) Snm ek O en 18

1 1 ; v
s (b—a) <sin"‘(a +z) ' sin’(b—a)sin™*(a 4 z)
i(i +1) | k(e 4-1) .. (k45 —9)
+ 1.2 sin*(b—a) sin™*(a+-z) i 1.2... (i—1) sin™2(b—a) sin’(a-[—z))

ncos(b—a) cos (a4 z) 1 41
= sin*™ (b — a) (sin"‘“1 (a4 2) 3 sin® (b — a) sin™*(a + z)
E(k41)...(k4+1i—1)
+ o+ 15 )

«..78in™"%(b—a)sin (a -+ z

cos?(b—a) 1 i1
FERCSRER A IRk A=)l sin"**(b—a) <sin’"‘2(a+z) r sin*(b—a)sin™*(a+z)

(k—1)k. .(k+i—2)

— 9% (n2) + 2n—4) 4 3(n—6) - .. - (i—1)2) L 0—a) cos(atz) ( :

sin™*(b—a) sin"~3(a-+}z)
o D 43 L —Mhtbi—t) >
sin®(b—a) sin™*(a+-z) ' ' 1.2... (1+1) sin™*(b—a) sin (a}-2)

i, e d (=—1)¢\ cos*(b—a) 1

= ((n g el A T e 1.2 ) sin™*(b — a) (sin'"-‘(a +z)
Q12 (k—2) (k—1) ... (k+i—2)

T = snats) T T 12 () s —a) e )

.........................................

1 1 k
+ sin™(a— b) (sin"(b + z) l sin®(a — b) sin"2(b 4 z)

= k1) e e e )
1.2sin*(a—b) sin"*(6+z) ' T ! 1.2...(k—1)sin"‘e(a—b)sin’(b-}-z))

.....................................
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2° Soient maintenant m =24 +1, n =214+ 1.

On aura
L 1
(®) sin™(a-- z) sin™(b -+ z)
__ cos(a+2) |
sm"(b—a (sm’" a—+z) smﬁ(b —a)sin™*(a+3z)
((+1) (¢4-2) (k1) (k+2)... (k=42
3 1.2 sin*(b—a) sin™*(a4-z) t Tiy 1.2...¢s5in™'(b—a) sin (a+z)>
__ncos(b—a) 1 (t+1)
sin™*(b—a) <sm"‘"(a +2) + sin*(b—a) sin™3(a 4 z)
k(k-+1)...(k47—7)
T TR o & g .2...isin"3(b—a) sin’(a—*—z))

2 b_
+ 2(n—1) 4-(n—8)+tn=5)4 ... +-2) = (Sin"ilg(;?(is_(z)‘*‘ : <sin'""ta+z)

42 Kk A1), .. (k1)
+ sin?(b—a) sin™*(a+}-z) ks 1.2...(¢+1) sin™3(b—a) sin(a—{—z))

+ 2((n—9) +2 (n—8)+-3(n—6) ... +-i) L) b

sin""%b—a) $la+z)
+2 | 1 (k—1k...(k—i—1)
A sin? (b—a) sin"*(a+z) ' ' 1.2... (i-H1) sin™ 5 (b—a) sin® (a+z)>

3 _— s (t—1)¢ _\ cos*(b—a) cos(a4-z) / 1
o 2 ((n— St 4 g o) SR e

L (k1) ... (k< 4)
Ay sin?(b—a) sin™ % (a—-z) oEor 1.2... ((+2)sin™5(b—a) sm(a—{-z))

cos (b4 z) 1 ‘ k41
o sin™ (@ — b) <sm”(b +2) T sin*(a— &) sin™%(b 4 z)

(fe +-1) (£ - 2) (-I- J(+2)... [+ 4k
1.2 sin*(a—b) sin™*(b+-z) +. + .. k sin"*(a—>h) sin (b+z)>

3° Soient enfin m= 2k, n=27+1.
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On aura

(M) L
sin™ (@ 4- z) sin™(b + z)
_cos(a+z)< 1 t+1
T sin"(b—a) \sin™ (a 4 2) 35 sin?(b —a) sin™2(a + z)
((4-1) (i +2) k(k4-4) 5. (ki —1)
i 1.2 sin“(l)—a)\ sin™* (a-}-z) R 1.2...¢sin™2(b—a) sin”(a—}—z))

n cos (b —a) 1 i4-1

~ sin*(b —a) <sin’"“(a —+ 2) + sin® (b — a) sin™*(a + z)

Kk 4-1). .. (k4171 —1)
Sl ‘|‘1‘9__','sinm-2(b—a)sin(a+z)>

cos® (b—a) cos (a + 2) 1
+2((n— 1)+ (n—3) -+ (n—B) .. f-2) T s
i+ 2

(k—k...(k4+i—1) >
sin?(b—a) sin™* (a—-z) 1.2 ... (i4-1) sin™* (b—a) sin? (a}2)

.........................................

._I_

+ .t

1 1 &
o sin™(a— ) (sin"(b —+ 2) o sin(a—b) sin*? (b 4 z)
k(k41) E4+1)E+2) ... 4+ Ek—1)
T Tosn e s 642 T " T 12 ... 1) s T[a—F) s (b—|—z)>

mcos (a — b)cos (b 4 z) / 1 k41
= sin™(a —¥b) \sin™ (b + z) e (a—b) sin™3(b + z)

U S iy SN
+ ---- + 1.2... ksin™3 (a—b) Sin’(b +Z)>

cos® (a — b) dlare
Fr - <(m_4) S Tl e +"'+1)> sin™*2 (g — b) <sin""(b—|—z)
ki i(i+d)...(i—|—k—1)>

+ sin(a — b) sin"* (b + z) SRt s 1.2 ... ksin®3 sin (b + z)

.........................................

Dans les deux premiéres de ces formules, les deux parties de la dé-
composition suivent la méme loi. Dans la troisiéme, la premiere partie
procede comme la formule (L), et laseconde, comme celle (K), a I'ex—
ception toutefois des derniers termes des suites horizontales. Mais en

7
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général, dans ces suites, il suffit de connaitre le coefficient du second
terme; car les suivants sont donnés par la série

t<t+4) <t+1>(t+2>+ +pp+ 1).. .<p+t—‘9>+

+ 1.2.3 L (t—1)

sevy

1414

et, par les valeurs des exposants m et 2, on sait ot ’on doit s’arréter.
Hatons-nous de constater 1'utilité de ces formules.
Conformément & la formule générale (I), on a

1
sin®(a + z) sin® (b + z)
__cos’(a4-z) 1 ~ 2cos (b42) 3cos* (b + z) \
~ sin?(b— a) <sin3(a 4+z) ' sin(a— b)sin®(a 4 z) + sin® (@ — ) sin (2 + z))
+c05(b—l—z)< 1 L 3cos (a -+ z) >
sin®(a — &) \sin®(b +2z) ' sin(d—a)sin(b+3z))’

et, aprés la transformation des numérateurs, il vient

1
sin® (a 4 z) sin®(b -+ z)

cos® (¢ + 2) 2 cos (b — a) cos® (a + z) 2cos? (a4 z)
— sin?(b— a)sin*(a+z)  sin®(b— a) sin®(a = ) . sin®*(b — a) sin (a -} z)
I 3'cos’(b—a) c‘os‘(a—|—z) ol cos (b = a) cos®(a + z) . 3 cos®(a + z) sin (a + z)

sin* (b — a) sin(a + z) sin®(b — a) sin®*(b—a)

cos® (b + z) 3cos(a—b)cos*(b+z) , 3cos®(b+z)

iy sin®(@a—b)sin*(b+2)  sin*(b— a) sin (b + 2) sin®(a — b) i

tandis que la formule (M) donne immédiatement

1
sin®(a -+ z) sin% (b + z)
- 1 ‘>cos(b-—a)cos(a+z)+ 1+ 2cos®*(b—a)
T osin?(b—a)sin*(a+2)  sin®(b—a)sin?(@a+2z) ' sin*(b— a) sin(a + z)
cos (b + z) 3cos (@ — b)

Na (a—b)sin®(b+2z) sin‘(a—b)sin(b+2)°
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19. Un autre des deux moyens dont on peut se servir pour effectuer
I'opération

S Pdz
sin™ (a 4 z) cos"(b —z).....”

consiste a réduire par des intégrations successives les exposants m, n...
de telle sorte qu’en dernier lieu on ait & déterminer des intégrales
traitées dans ce qui précede.

Pour y parvenir, on peut opérer de différentes maniéres. Le procédé
que nous indiquons offre I'avantage d’étre fondé sur I'application d’une
seule formule. Il semble méme étre le plus expéditif.

Représentons maintenant par

Pdz
cos™(a -+ z) cos™(b 4+ z) cos?(c 4+ z2).. ..

la fraction qu’il s’agit d’intégrer ; et nous aurons a considérer les diffé-
rentielles

dz sin® zdz
cos™ (a + z) cos*(6 + z)....."  cos™(a+ z) cos*(b+z).....]
cos? zdz sin' z cos’zdz

cos" (@ + z)cos" (b +z).....”  cos™(a—+ z)cos" (b z)..... i

Le cas le plus simple est celul

‘ dz
S cos™(a+z)cos"(6+3z)

On obtient successivement
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dz
S cos™(a+z)cos™(b + z)
e 1 S sin(a -+ z)dz 1 c sin(b -} z)dz
"~ sin(a—b) J cos™(a + z)cos™ (b z) " sin(@a— b) S cos™* (e +-z)cos™(b+z)
= 1 m—+-n—2 sin(b4-z)dz .
~ (m=—1)sin(a—b)cos™*(a-}z)cos™ (b+2) h= (m—1 )sin(a—b)Scos"‘“(a+z)cos"(b+z) K

et, comme en vertu de la décomposition

cos(k +z) 1 cos(¢—k)

sin(k +z)sin(t 4z) ~ sin(i—=%)sin(a+2)  sin(i— k)sin(i—+z)’

dont nous faisons fréquemment usage, on a

sin(b+ z)dz ¥l cos(a—b)dz
cos"}(a+ z) cos"(b +z) ~ sin(a—b)cos™ }(a+z)cos™ (b} z)
dz
' ~ sin(a—b) cos™*(a + z)cos"(6+z)’

on conclut

dz

(N) S cos"(a+- z)cos"(b+ z)

|
~ (m— 1)sin@@a— b)cos™* (a1 z) cos™ (b + 2)
m—4-n—2 dz
" (m—1)sin*(a—b) <cos(a =I5 S cos™ (a4 z)cos™ (b 4 z)

< g cos™(a -|-(:)zcos"(b 4+ z)> ’

Cette formule conduira a

S dz e dz )
cos'(b +z)’ 3 cos(a —+z)cos*(b+z)’

et par suite, si £> 1, on continuera de I'appliquer & la réduction de cet
exposant, jusqu’'a ce qu’on parvienne a
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G dz
S cos (b + z) cos(a + z)

ou
S dz
cos(a+z)
Passons a I'intégrale

dz
S cos™(a -+ z)cos™(b +z) cos?(c 4 z)°

En intégrant par parties le premier terme du second membre de
I'équation

B dz
5 cos™(a + z) cos™(b+z) cos? (c+z)
- 1 sin(a+z)dz
~ sinja—b) S cos™(a + z)cos™ (b + z) cos?(c + z)
" k| S___ sin(b - z)dz
sin(a—b) J cos™*(a 4 z)cos™(b + z) cos?ic + z)’

on trouve

' dz
S cos™(a + z) cos™(b - z) cos?(c + )
1
= (m — 1) sin(a— b) cos™*(a + z)cos™*(b -+ z) cos?(c - z)
m~4-n—2 sin (b z)dz
"~ (m—1)sin(a—b) S cos™*(a +- z) cos™(b - z)cos?(c +-z)

P sin(c+ z)dz 1
(m—4)sin(a — b) S cos™ ! (a + z)cos™ 1 (b+2) cosP*(c + z)°

et lorsqu’on décompose comme précédemment les deux fractions sous
les signes, la premiére par rapport aux facteurs cos (@ 4+ 2), cos (b + 2),
et la seconde par rapport & ceux cos(@-2), cos(c+ z), on obtient
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dz

© S €0s™(a -} z) cos™(b + z) cosP(c +- 2)

1 1
=% (m—1)sin(a — b) <cos""‘(a -+ z)cos"*(b 4 z) cos?(c +z)

dz
cos™ !(a + z)cos™ (0 + z)cos*(c + z)

— {(m +n—2)cot(a—b) + p cot(a —c)] S

m—+n—2 g dz
sin(a—0b) J cos™*(a- z)cos™(b—+ z)cos? (¢ + z)

+

p dz
+ sin(a —c) S c0s™*(a -+ z) cos™ (b + z) cos**! (¢ + z)) .

Les applications successives de cette formule se feront comme il suit :

On réduira d’abord & m =0 ou m=1, I’exposant m. Et, puisque les
termes restant & intégrer, dans lesquelles m =20, rentrent dans les
intégrales que nous avons déja traitées, on aura ultérieurement a opérer
sur des expressions telles que

dz
S cos(a -+ z) cos*(b + z)cosi(c + z)’
Alors, dans la formule ci-dessus, on écrira cos* (b+2) a la place de
cos™(a + 2), et cos (@+2) a la place de cos" (b+2); ce qui donne

dz
S cos*(b 4 z) cos(a + z)cos‘(c + z)

1 1
= (k—1)sin(b—a) <cos"'1 (b + z)cos'(c + z)
dz
cos**(b + z) cos'(c + z)

— [(k— 1) cot(b — a) + icotjp —c)] S

k—1 dz
sin(b— a) S cos*~*(b 4 2) cos(a + z) cos*(c + z)

+
7

dz
35 sin(b—c) S cos¥*(b + z)cos**(c + z)> :

Ecartant de nouveau les termes ot m =0, on appliquera la formule
a I'intégrale
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dz
S cos*2(b -} z)cos (a -+ z) cos¥(c + z)°

qui donnera la suivante

dz
S cos**(b + &) cos(a 4 z) cos'(c + z)

pour 'opération ultérieure. On parviendra donc ainsi a

dz
S cos(a + z) cos'(c + z)

ou

dz
Scos(b + z)cos(a + z) cos’(c +z)’

suivant que le nombre £ sera pair ou impair. Et dans ce dernier cas, on
répétera sur

dz
S cos'(c + z)cos(b + z) cos(a + z)

une opération absolument semblable jusqu’a ce que I'intégrale qui
conserve cette forme devienne

S dz
cos(b-+z)cos (a+2)

ou

( dz
.\ cos(c-2) cos(d +z) cos (a4 z)°

Les autres réductions et les intégrations finales s'effectueront par les
formules respectives établies dans ce qui précéde.

On observera que la formule (0), en diminuant ’exposant m, fait
croitre celui p. Pour éviter ceci, il suffirait de remplacer son dernier
terme par le second membre de I’équation
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dz
S cos?*(c 4 z) cos™%(a + z) cos™* (b 4+ z)

il 1
~ psin(c—a) <oos" (¢ 4 z) cos™3(a + z) cos™ (b + z)

d
—l{pto =S atceaptif —Weote=4)] S cos?(c+z) cos"“s(:—i—z)cos""(b-*—z)
p+m—3 dz
sin(c — a) S cos?~*(¢ - z) cos™ 2 (a -+ z) cos™ (b +- z)

n—1

S dz !
sin(c — ) J cos?~(c ~-z) cos™%(a -+ z) cos™(b + z)) 4

+

mais la nouvelle formule ainsi obtenue serait d’'une application moins
commode.

Pour un nombre quelconque de facteurs dans le dénominateur d'une
fraction de ce genre, on trouve

dz

(P) S cos™(a + z) cos™(b + z)cos?(c —|— z) cos!(d + z)...

4 . , 1
= (m—1)sina— ) (cosm-%a F 2)cos™ (6 + 7)c05°(c +- 2) cOs(d - 2)...
— [(m—+n—2) cot(a—b) + pcpt(a —c)

4 : dz

NSRSV ] S cos™ (a—+z) cos™ (b4 z) cosP(c -+ z) cos‘.l(d +2z)...
e Wl-|- n—2 S dz

sinfa—b) J cos™2(a+-z) cos™(b + z) cos?(c+z) ccs¥(d + z)...
o1 p S dz ;

sin(a —c¢) J cos™%(a + z) cos™* (b + z) cos**(c + z) cost(d + 2)...
s q S dz

sin(a — d) J cos™*(a 4 z)cos™ (b + z)cosP(c + z) cos**(c + z). ..

et par la forme seule de cette expression, on voit que les indications
données relativement a l'usage de la formule (O) doivent étre suivies
généralement.
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IX
La réduction qui nous occupe peut étre effectuée par un méme pro-
cédé dans les trois fractions

sin”zdz cos®zdz sin’z sin’ zdz
cos™(a+z)cos™ (b+z) ... cos™(a-t+z) cos™(b+2)..."  cos™(a-}z) cos™(b+-z) ...

On commencera par rapporter sinz, cosz a I’arc @ + z. Si, dans le
dénominateur d’'une fraction oblenue par cette opération, cos(a—+2)
venait & disparaitre et que, dans son numérateur on eut sin"(@+ z),
COS: (@+ 2), ou sine (@ + z)cost(@+2z), on rapporterait de nouveau ce
dernier a I'arc 6+ 2. De cette maniere on parviendra toujours a un
résultat dans lequel toutes les différentielles fractionnaires seront de
la forme

Adz
cos™ (a+ z) cos" (b +z) ...”

ou
B sin® (a 4 z)dz
cos™ (a 4 z) cos™ (b +z) ...

A et B désignant des constantes. Or, lorsque dans

sin®(a 4 z)dz
cos™(a + z) cos™ (b + z) ...’

on remplace sin* (@ +z) par (1—cos® (®+ 2))” ou par (1—cos®(@+2))" ><
sin(@ +z), suivant que =27 ou a—=—27r-+1, le binéme étant dé-
veloppé, on a des fractions comme

dz sin (a 4 z)dz )
cos™ (@ + z) cos™ (b +z) ... cos™(a -+ z)cos™(b+z)...]

et I'on peut en obtenir aussi qui n’auront plus cos @+ 2) dans leurs
dénominateurs.
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Aux intégrales

dz
S cos™ (@ + z)cos* (b 4 z) ...
sin (a 4 z)dz . dz
S cos™(a -+ z) cos™(b +z) ... opsBelo st S cos™(a -+ z) cos™ (6 4 z) ...
dz

SAa0) S cos™*(a -+ z) cos" (b + z) ...~

on appliquera immédiatement la formule (P). Et quant aux fractions
dont il y aurait lieu de transformer de nouveau les numérateurs, il est
évident que 1’opération conduira encore &

Adz Bsin®(b 4 z)dz
cos"(b 4+ z) cos? (c +3z)..."  cos"(b+ z)cos?(c + z)...~

et que ces résultats contiendront déji dans leurs dénominateurs moins
de facteurs que la différentielle donnée

Pdz
cos™ (b + z) cos™(b +z) ...

Ainsi, en opérant comme il vient d’étre dit, on effectuera au moyen
de la formule unique (P), la réduction des exposants dans toute in-
tégrale de la forme

¢ Pdz
5 sin"(a 4 z) cos" (b—1z) ...

Les identités
sin (a +2) = cos<a+z— g)
sin (¢ — 2) = cos (g—a—{— z>,
cos(a — z) = cos (z — a),

serviront aux applications de cette formule.
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20. Déterminons maintenant par les deux méthodes différentes
'intégrale

cos (b + z)dz
S sin®(b 4 z) sin®(g — z)°

On a
cos (b + z)dz
S sin®(b + z) sin®(g — 2)
& dz 1 dz -
= QHoEY) S sin (6 - z) sin®(g — z) 55 6-+9) S sin? (b - z) sin?(g — z)’

et en posant

dz dz
S sin {6+ sin’fy —2) g;:osa(g o= - Z> cos (lz Az g)

Ssin’(b+z;iszin2( = : wdz = ’
9 cos’(b+z—§>cos’<——g+z>

on obtient par la formule (P)

S dz 1
sin (b 4 z)sin®(g—z)  2sin (b g) sin? (g — 2z)
cos (b4 g) dz 1 dz
ik sin®*(b + g¢) S sin®*(g — z) ok sin® (b + ¢) S sin(g—z)sin (b + z
e dz = 1
5 sin’(b+z)sin’(g—z)  sin(b+ g)sin (b+ z)sin (g— z)
2 cos (6 + g) dz 2 dz
i sin®(b + g) Ssin (64 2) sin (9 — %) + sin®(6 -+ ¢) S sin®(g —z)"

On aura donc
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S‘ cos (b + z)dz
sin®(6 + z) sin® (g — z)

S cot (6 +g) 1
T 2sin (b4 g)sin*(g —z)  sin2 (b4 g) sin (b z) sin (g — 3)

2 + cos? (b + ¢) dz 3cot (b4 g) dz .
o sin®(b 4+ ¢) S sin® (g — z) + sin®(6 4 ¢) S sin (b + z) sin (g — z)°

et, en définitive,

S cos (b + z)dz

sin® (b + z) sin® (g — z)

- cot (b+g) 1

~ 2sin (b+ g)sin*(g—z)  sin(b + g) sin (b + z) sin (g — z)
(24 cos®*(b+g))cot (g—z) . 3cot(b+g) / sin (b + z)

e S’ (6 ¢) o

34

Pour opérer par décomposition, on peut d’abord appliquer la for-
mule (M) & la fraction

1

sin*(b 4 z)sin®(g — z) 3

ce (qui donne

1
sin®(b + z) sin¥(g — 2)
—J 1 , 2c0s(b +-g) cos(g—2) 1 +2cos*(b+ g)
T sin¥(b +g)sin}(g—z) * sin}(b-4g)sin*(g—z) ' sin‘(b+ g)sin(g—z)

cos (b -+ z) ] 3cos(b+g) ‘
+ sind(6 + g)sin®(6+2) ' sin*(b 4 g)sin(b+z)’

mais alors, cette équation étant multipliée par cos (b + 2), il faut, dans
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les trois premiers termes de son second membre, rapporter cos (b + 2)
a l'arc g— 2. En réduisant ensuite au moyen de l'identité cos® 4 =

1—sin’k, on trouve

cos(b + z)
sin*(6 +- z)sin®(g —z)
__cos (b+g) cos(g—z) 1+ cos*(6+g) s 3cos(b+g)cos(g—z)

T sin®(b+-g)sin®(g —z)  sin®(b+g)sin}(g—z)  sin*(6+ g) sin(g—2)

1 3cos(b+g¢)cos(b+ z)
N e ) . S sl

On évite ce calcul et I’on obtient le méme résultat lorsque, aux deux
fractions qui forment le second membre de I'équation

cos(b 4 z)
sin®(b -+ z)sin3(g — z)

— cos(b+-g) 1
“sin(b 4 ¢)sin (64 z)sin’(g—z) + sin(6 4 g) sin®(b + z)sin*(g—z)’

on applique respectivement les formules (H) et (K).
Donc, la décomposition conduit a

S cos(b + z)dz
sin?(b 4 z)sin®(g — z)

= cosbtg) | [1+cos’(b+g)]colig—3)
T 2sin?(b + g) sin?(g—z) sin3(b + g¢)

cot(b+z) . 3cos(b+t g) ) sin (6 + z)
T sin’(b+g) " sin*(b+g) sin(g—z)

e

et il est facile de s’assurer que ces deux intégrales sont identiques.
On verra toujours par la forme de la différentielle comment il faut
opérer pour parvenir le plus aisément a 1’expression de son intégrale.
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§ L. Intégration de la différentielle

Ptang(a - z)cot (b — 2)... d
cot(z — ¢) tang(d + z)...

21. On peut intégrer la différentielle

Plang (a -} z) cot(b — z)...

cot(z — c)tang(d + z)... %

en la traitant comme

Pdz
cos(a + z) sin(b— z) cos(z — ¢)...

.
2

mais on parvient & un résultant plus simple quand, pour effectuer la
décomposition, on la remplace par le produit

Ptang(a + z) cot(b — z) tang (z—¢) ... dz.

Nous décomposons les produits formés de deux tangentes ou cotan-
gentes en opérant de cette maniére :

- cos(a+z)cos(b+z) +sin(a+z)sin(b+2)

cot(a + z)cot (b + z) T A Ve 1
ot oo A0S D] .
~sin(a+z)sin(b+z)
et comme
1 __cofa 42z)  cot(b+ z)
sin(a + 2) sin(b 4+ z) ~ sin(b — a) + sinf@ —6) ’

il vient
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cot(a + z) cot(b 4z) = cot(b —a) cot(e 4 z) 4+ cot(a—b) cot(b +z) — 1.
On obhtient ainsi

cot(a + z) lang(b 4 z) == tang(b — a) cot(a +z) + tang(b — a) tang(b + z) + 1,
tang(a 4- z)tang(b 4 z) = cot(a — b)tang(a 4 z) + cot(b — a) tang(b+ z) — 1,

..........................................

Ces décompositions subsistent évidemment lorsqu’on change z en
—z, et par suite il en sera de méme de toutes celles qui s’en dé-
duisent.

22. Soit
cot(a + z) cot(b + z) cot(c + z)...

un prodﬁit de n cotangentes.

1° Nous avons déja trouvé

cot(a + z) cot(b 4 z) = cot(b — a) cot(a +z) + cot(a — b) cot(b + z) — 1.

2° 1] s’ensuit

cot(a + z) cot(b + z) cot(c + z)
= cot(b— «a) cot(a + z) cot(c +2) + cot{a — b) cot(b - z)cot(c 4 z) — cot(c + 2);

et 'on obtient, en décomposant,

cot(a -+ z) cot(b + z) cot(c 4 z)
= cot(b — a) cot(c — a)cot(a 4 z) + cot(b — a)cot(a— c¢) cot(c 4 z) — cot(b—a)
—+ cot(a — &)cot(c — &) cot(b + z) 4 cot(a — b) cot(b — ¢) cot(c + z) — cot(a’— b)
— cot(e 4 z).
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Or
cot(b—a) 4 cotfa—b) = 0,
et
[cot(b — a) cot(a— ¢) 4 cot(a — b)cot(b— c) — 1]cot(c 4 z)
= cot(a — c)cot(b — c) cot(c 4 2) ;
donc

cot(a + z) cot(b -+ z) cot(c + 2)
= cot(b — a) cot(c —a) cot(a+ z) 4 cot(a— b) cot{c— &) cot(b + z)
+ cot(a— ¢) cot (b — ¢) cot(c + z).

3° On peut donc poser
cot(a + z) cot(b + z) cot(c 4 z) cot(d + z)

= cot(b — a) cot(c — a)cot(a -} z)cot(d + z) + cot(a — b)cot(c — b)cot(b 4 z)cot(d+-2)
~+ cot(a — ¢) cot(b— ¢) cot(c - z) cot(d + =) 5

ce qui donne
cot(a - z) cot(b 4 z) cot(c + z) cot(d + 2)
= cot(b — a)cot(c — a)[cot(d — a)cot(a + z) 4 cot(a — d) cot(d + z) — 1]
-+ cot(a — b)cot(c — b)[cot(d— b) cot(b + z) 4 cot(b —d) cot(d + z) — 1]
-+ cot(@ — c)cot(b — c)[cot(d — ¢) cot(c + z) 4 cot (¢ —d) cot(d + z) — 1].

" Or, en vertu de la décomposition établie en dernier lieu, on a

[cot(b — a)cot(c — a) cot(a — d) + cot(a — &) cot(c — b) cot(b — d)
-+ cot(a — ¢) cot(b—c) cot(c—d)] cot(d +z) = cot(a—d)cot((b—d) cotc—d)col(d--2);

et comme d’ailleurs

— cot(b—a) cot(c—a)— cot(a—b)cot(c—b) = cot(b—a) cot(a—c)+cot(a — b)cot(b—r)
= cot(a—c) cot(b—c)+1,
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de sorte que

— cot(b — a)cot(c — a) — cot(@ — b)cot(c — b) — cot(a—c)ed(b—c) =1,
on conclut

cot(a -+ z) cot(b + z) cot(c 4 z) cot(d + z)
= cot(b—a) cot(c—a)cot(d—a) cot(a+z) 4 cot(a—b)cot(c—b) cot(d—b) cot(b-+-z)
—+ cot(a—c)cot(b—c)cot(d—c)cot(c +2z) 4- cot(a—d)cot(b—d)cot(c—d)cot(d-+2)
+1. ]

Ainsi, lorsque # est un nombre pair, le dernier terme du résultat est
P'unité positive ou négative, suivant que n=44%k ou n=2 (2k—1).

On peut donc définir généralement la décomposition du produit
cot(a + z)cot(b 4 z)cot(c + z)...
formé de » facteurs, comme il suit
Q) cot(a +-z) cot(b +- z) cot(c + z)...

= cot(b — a)cot(c —a) ... cot(a 4 z) 4 cot(a — &) cot(c — b)... cot(b -+ z)
+ cot(a —c¢)cot(b —¢)... cot(c + 2) + .......

nw
—+ cos 3
Cette formule entraine la suivante

(R) g cot(a - z) cot(b - z)cot(c 4 z)... dz

= cot(b — a) cot(c — a) ... Isin(a + z) 4 cot(a — b) cot(c — &) ... Isin(b -+ z)
+ cot(a — ¢) cot(b —¢)... Isin(e 4 z) + ..or. + zcCOS %‘

+c.

Les applications de ces deux formules se feront au moyen des identités

9
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T
tang(a 4- z) = — cot <§ + a+z> 5

tang(a — z) = cot (g—a-}—z) 5

cot(a — z) = — cot(z—a).

Exemple :

S cOt(b_ii dz = S tang (a + z) cot(b + z) dz’

= — (ot <g -{—a—{—z)cot(b—i—z)dz.

On fera donc

Sg—g:((—zfj_—_—-%) i = —[cot(b—a—%) Isin ‘<g+a +zj)
4 cot <”_2‘+ a—b>z’sin(b+z)—z]+c;

ce qui donne

(cotlb+z) sin (b + 2)
5—Cot(a+z)_tanb(a_b)zcos(a+z)+z+c.

§ 5. Intégration de la différentielle

Ptang™(a + z)cot*(b — z) ... e
cot’(z—c)tangi(d +2)...

23. Pour effectuer la décomposition de la fraction

tang™(a -+ z) cot™(b—3z) ...
cot?(z —c) tangi(d 4 z) ...

2
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ou, ce qui est la méme chose, du produit

tang™(a 4 z) cot™(b — z)tang?(z — ¢)...

on se servira d’abord de la formule (Q).

Comme cette formule, dans le cas de » facteurs, donne 7 +1 termes
lorsque n = 2 k, tandis qu’elle n’en fournit que 7 quand n=2k—+1,
on I'appliquera toujours au plus grand nombre impair de facteurs dis-
tincts. Ce calcul conduira a des produits partiels tels que

cot™(a + z)cot(b+2z), cot™(a 4 z)cot*(b 4 z),

qu’on décomposera ensuite par les formules que nous allons établir.

24. En répétant 1'opération
cot(a 4 z) cot(b + z) = cot(b — a) cot(a + z) + cot(a — b)cot(b + z) — 1.
on obtient

' cot*(a 4+ z) cot(b + z)
= cot(b — a) cot*(a 4 z) + cot(a — b) cot(b + z) cot(a + z) — cot(a -} z)
= cot(b — a)cot?(a 4 z) — (cot?*(a — b) + 1)cot(a + z) + cot*(a — b) cot(b + z)
— cot(a —0);

20
cot’(a 4 z)cot(b + z)
= cot(b—a) cot®(a-+z)—[cot*(a—b)-1] cot*(a-+z)—[cot}(a—b)4-1] cot(a—b) cot(a-}-z)
~+ cot¥(a — &) cot(b + z) — cot*(a — b);

3o
cot*(a 4 z) cot(b + 2)
= col(b—a)cot*(a+z)—[cot*(a—b)+1] cot®(a+-z) — [cot*(a—b)+-1] cot(a—b)cot?(a+-2)
— [cot?*(a—b)-+-1] cot?(a — &) cot(a+ z) 4 cot*(a— b) cot(b +-z) — cot®(a-—-b).
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D’ou il suit évidemment

(S) cot™a -+ z)cot(b + z)
= cot™a — b)cot(b + z) — cot(a — b) cot™(u+z)
— coséc?(a— b) [cot™*(a+2) + cot(a — b) cot™ *(a 4 z)
-+ cot*(a — ) cot™*(a 4 z) + ... 4 cot™2(a — b) cot(a 4 z)]

— cot™! (a —b),

ol nous remplacons cot® (@—6) + 1 par coséc’ (@—b).

25. Pour trouver maintenant la loi que suit la décomposition du
produit

cot™(a + z)cot™(b + z),

nous supposons successivement n—=2, n—=3... ; et, & 'aide de la for-
mule ci-dessus rangée comme il suit

cot™(a 4 z)cot(b + 2
= cot(b—a) cot™(a+z) —cot*(b—a) cot™*(a+z) 4 ..... 2= cot™(b — a) cot(a +- z)
— [cot™* (@ + z) — cot(b —a) cot™%(a 4 z) 4 ... 7= cot™ (b — a) cot(a + z)]
-+ cot™a — b)cot(b + 2)

— cot™*(a — b),

nous obtenons

1
cot™(a -+ z) cot*(b 4 z)
= cot*(b — a) cot™(a 4 z) — 2cot’(b — a) cot™'(a + z) + ..... == meot™ (b — a) cot(a + z)
— 2[cot(b—a)cot™*(at2z)—2cot?(b—a)cot™2(a+2) + ... == (m —1)cot™ ! (b —a)cot(a-}-z)]
+ cot™?(a 4 z) -- 2cot(b —a)cot™*(a +2) + ..... =+ (m — 2)cot™3(b — a) cot(a + 2z)
-+ cot™(@a— 0) cot*(b + z) — m cot™ ! (a — b) cot(b -+ z)
— mcot™*(a — b) cot(b 4 z)
-+ mcot™(a—b) 4 (m — 1)cot™2%(a — b);
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20
cot™(a + z)cot3(b + z)

= cot(b — a)cot™(a + z) — 3cot*(b — a)cot™*(a—+z) ...
+1)

+ ﬂiﬂg— cot™ (5 — a) cot(a—-2)
—3 (cotﬂ(b — a)cot™ H{a—5) = Bcot3 (b — a)cotm~*a+ 5)+ ...

| | = (";—_%)ﬁl cotm(b— a) cot(a+z)>
13 (cot(b — a)cot™*{a 4 z)— Beot?(b—a)cot™ (a4 z) 4 ...
(m—2)(m—1)

= 1.2

cot™2(b—a)cot (a4 z)>
— (cot’”‘3 (a4 z)— 3cot(6 —a) cot™*(a 4 z) + ...

= fr_n_—?#@_) cot™*(b—a)cot(a +z)>
-+ cot™(a— &) cot?(b 4 z) — mcot™ ! (a — b)cot*(b -+ z)

+ ﬂ(%l) cot™**(a — b)cot(b + z)

— m(cot™ ! (a — b) cot? (b + z) — mcot™(a — &) cot (b + z)).

ks ’”(’1"; Y cotm(a— b)cot(b +-2)
= (m (1":7;“ cot™*1(a—b)+-2 (m:; % ot amb) - %(2’”—“ cotm-a(a—b)> ;

et ainsi de suite.

On peut ici, sans inconvénient, assembler les facteurs qui appartiennent
a une méme puissance de cot(@—+z) ou de cot (b+2); ce qui donne
des polynémes dont les termes comportent a la fois des nombres
figurés ét des coefficients du bindme allant en sens inverse les uns des
autres.

Dans la supposition 7 > ou =mn, on parvient ainsi a la formule
suivante :
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(T) cot™ (a + z) cot™ (b 4 z)
= cot"(b — a) cot™(a -+ z) - (ncot™ (b — a) + ncot* (b — a) ) cot™*(a + z)

"(";” cot""(b—a)) cot™*(az)

== (ﬁ@ll_-;_d_) cot™*(h—a)+nncot"(b—a) 4

gl +42.(; =2 cot™3(b—a) +n n(nl-}g— 1 cot™ (b — a)

+ 2 n cormtp—a) + WO 0 cotp—a)) ot Yat-2

4 <m (m+1)' '(m+n—9) cotn+m—1(b_a)+n (m_l )m (m+n—3) cotn+m—3(b_a)

1.2...(n—1) 1.2...(n—A1)
nn—1) (m—2) (m—1) ... (m+4n—4%)
+ 1.2 1.2... (n—1)
(m—n) (m—n—+1)...(m—2)
3 1.2...(n—1)

cot™m=5(b—a) + .....

cot™ "1 (h — a)) cot (a + z)

+ cot™(a—b) cot"(b + z) — (m cot™*(a — b) 4 m cot™ *(« — b)) cot* (b + z)

+1 ). . .(ﬂ+m—2) min—1 (n_d)n' = (n+m_3) m+n—3
i<n(na.2...(m—4) O e T A <o el

ot Pt )

—2 2 —1)m... —3)
+ (—1)" <m (ml-.l;.)” (an:) ) cot™"*(a—b)+4-(n—1) {2 42)m (imj:) ) cot™"~*(a—b)

n—1)(n—2) (m—2) (m—1) ... (m+n—4)

cot™"f(a—b) + ...

1.2 12...(n—1)
ed — 2) ... (m—=
it (m n-l-l)dfglm(’;id; =3 cot’”‘"(a—b)>.
Exemple :
(%)Ltmgww) tang*(c —2)

=—-cot3<g+d—|—z> cot”(g—c-{-z).
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Il faut donc, dans la formule (T), remplacer

cotfat+az), cot(b—a), cot(b4z), cot(a—ad)
respectivement par
—tang (d +2z), —cot(d+¢), tang(c—3z), cot(d+¢),

et changer le signe du résultat. On obtient ainsi

(tang (d+ z)} 3
cot (¢ —z)
= — (cot®(d 4 c¢) (tang®(d + z) + tang®(c — z))
— 3(cot*(d + ¢) + cot? (d +¢)) (tang® (d 4 z) + tang®(c —z))
—+ (6cot® (d+c¢) + 9 cot® (d+c) + 3cot (d-¢)) (tang (d+-z) 4 tang (c—z))
— 6cot*(d +c)— 6cot?(d 4¢) —1),
ce qu'on peut abréger en faisant cot'(d+c¢) + cot*([d+¢)= Cot (7ary
sin® (d 4-c¢)
26. En opérant comme il vient d’étre indiqué, on obtiendra la plus
simple décomposition du produit

tang”™ (a + z) cot™ (b — z) tang? (z —¢) ... dz;

et, si le résultat doit étre multiplié par une fonction de sinus et cosinus
telle que nous représentons par P, on aura a intégrer des différentielles

comme
Pdz Pdz

sin (a + z)’ sin"{a+ z)

27. Des formules de réduction établies en tangentes ou cotangentes
ne peuvent étre employées qu’aux intégrales de la forme

n

5 tang™ (a + z) cos" (b — z) ... dz.

Comme d’ailleurs elles sont d’une application moins commode que
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les formules de décomposition (S) et (T), nous nous abstenons de les
éerire.

8 6. Transformations qui conduisent aux intégrations ci-dessus.

28. Par les formules données dans ce chapitre on intégrera

1° Les fractions

Pdz - Pdz
sin™ 2z cos (@ + z) ...~ 2"sin™z cos"zcos(a + z)...
Pdz L Pdz )
m = \ 3
GOP 2R C0mG ) .o o% sin’”(% - z) cos"‘(% — z) cos(a+z) ...

2° La fraction

Qdz
cos™(a +z) sin (b + z) ...

en faisant disparaitre, par la substitution z—2, le seul arc fraction-

naire g dont le sinus ou cosinus se trouve dans Q ;
3° Les fractions
Pdz Pdz Pdz

e M e P )

en changeant z en Az ;

4° Toute fraction dont le dénominateur peut étre converti en produit
de sinus ou cosinus qui ne dépendent pas d’arcs multiples autres que 2 z.
Tels sont les binomes
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. T T
sinz 4 cos z = Qcosz cos 3 —z),
sin 3z -+ sin z = 2sin 2z cos z,
' 1 o
€05 (@ + z) — cos b = 2sin 3 (a4 b+ z)sin 3 (b—a—3z),
b
cos (a - z) + cos (b + z) = 2 cos é— (a—b) cos <ﬁ%_ + z>,
sin2<a+ %)—sin’ <b+ %) =sin (e— &) sin(a+ b + z),
Tel est encore le polynéme
psinz+¢gcos(a-+tz)+rsin(b—z)+ ...

car, lorsqu’on exprime cos (@ + 2), sin(b—=z)... en fonctions de sinus
et cosinus de I’arc z, on obtient en assemblant

- s | N
M sin z== N cos z = y/M* + N? =L sinzz= ——————cosz );
VME N VM2 N2

et posant ensuite

M N

S————9— COS0 ————— =sin P,
VM N2 VM + N

on a

psin z+ ¢ cos (a4 z) 47 sin (b — z) 4 ... = Y M* - N? sin (z == ¢).

Il est bien entendu que des produits ainsi obtenus peuvent former
plusieurs facteurs du dénominateur ou s’y trouver mélés avec des fac-
teurs de la forme cos (£ + 2).

Exemples :

10
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10
( dz =5l dz
Ssinz(coszﬂ—cosb)——i zFb sz—5>

Qinzc Z0 CO!
sin— cos = €os S
2 2 2 2

et la formule (D} donne

4 dz
.S sin z (cos z - cos b)

mentf q f 0 A NOE SR
_§<sec §lsm§—i—coséc _5lcos§>

=

—coséc’b(lcosz—gb -+ lcosz:b> +C.

20

S sinzdz vk S sinzdz
sinz + 3cos(a—z) —Bcosz ~ J (14-3sina)sinz — (83— 3cosa)cosz”

On a donc ici

M =1 4 3sina, N=35 — 3cosa,
M? + N?* = 35 -+ 6sina — 30cosa;

et la fraction a intégrer prend la forme

i 5 sinzdz
\/M!‘i’ Ne Sin(z—np)'

En rapportant son numérateur & 'arc 2—¢, on trouve

! ( sinzdz 1 * coS(z — ¢)dz
vyM? - N2 5 sin(z—w) = M?* 4 N® <M S G pis NS sin(z — o)
1l

= g (M2 + Nisin(z — )] +
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et comme

: Msinz — Ncosz
lSln(Z-—-tp):l \/M_’-W
= [(Msinz — Ncosz) — ATE + N2,

on peut comprendre
1yM2 4+ N

dans la constante arbitraire C. On aura donc en définitive

N sinzdz do 1
5 sinz + 3cos(a —z) —Bcosz ~ 35 - 6sina — 30cosa

(('H—3 sina)z
+ (B— 3cosa)l(sinz 4 3cos(a — z) — Scosz)> + C.
29. Les formules établies dans ce chapitre conduisent aussi a la dé-
termination de l'intégrale

Qdz
S sin® (p + mz) cos* (g + nz) ...

9

ou nous représentons par () une fonction entiére de sinus et cosinus
qul peuvent dépendre de différentes fractions de z. En effet, par une
substitution convenable, on ferait disparaitre ces fractions. Et quant
aux sinus et cosinus qui se trouvent dans le dénominateur de cette
intégrale, on peut les écrire ainsi

. P q .
smm(;-{— z>, cosn(;l—{— z>, iy
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et I'on sait que, lorsque m est un nombre entier, sinmx et cosmzx
peuvent étre exprimés au moyen de produits tels que

sinzsin (a -+ x)sin(b 4 z)....

formeés de m facteurs. Mais, comme les m facteurs offrent alors des rela-
tions particuliéres en vertu deequel]es on obtient des solutions que ne
donnerait pas une simple apphcatlon des formules ci-dessus, nous ré-
servons l'intégration de ces sortes de fractions pour en faire I’objet du
chapitre suivant.
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Pages.  Lignes.

1 == (L) (e cos (a == px
6, 14, - sin(a==pz)pdz ==+ sosiapr] lisez —5 sin{a = pz)pdz = = Il
' P P P . 1
1 i +=pz ) iy sin(a =% pz
wbid., 15, - cos(a £ pz)pdz == M lisez - S cos(a = pz)pdz ==+ —(—ﬂ—)
14 14 P 4
bsin®z dz  bsin®zd
10, i3, adz sin” zdz Tz adz T sin” zdz
CoOszZ 4+ cosz cos z ({1154
dz z
11 4 - - lisez d:' -
2 sin = cos = 2 sin = cos =
. z 3 2 2
. mm41)...(k+1) . omm—1)..(k+1)
e 5 2.k % M 2.k
, Pdz Pdz , Pdz Pdz Pdz
23, & = g lisez — ; — 2
sin™(a == z)’ cos™(a =% z) sin(a == z) cos(a &= z)” sin(a = z) cos(a =% z)
k—1)k ... (k—1—1 — Al —
8, 11, (k=Tlk () lisex STl ki o)
1.2 ... (i41) sinm=3(b—a) sin%(a+2z) 1.2 ... (i+1) sinm=3(b—a) sin%a+z)

o ~

59 12 L i? lisez . L
v > sin¥(b+g) 5 sin(g—z) sin(b+ © sin2(b+g) S sin(g—2) sin(b+z)
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