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INTEGRATION 

DES 

FONCTIONS GONI0111ETRIQUES. 

SECTION PREMIERE. 

Fonctlons ratlonnellcs cntleres. 

§ i . / ntćgrates . ćtćmentaires.

1. La diff erentiation donne

donc 

d sio z= coszdz, d cosz = - sin zdz,
d sinm z = m sin m-1z coszdz,

d cos"'z = - m cosm- 1z sinzdz;

� cos zdz = sin z + C, � sin zdz = - cos z + C, 
1 sin"'+iz J sin "'z coszdz = m + 1 + C,

(' cosm+lz Jcosmzsinzdz=- m+ł +c.
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§ 2. I ntegration de ta fonction

Rdz. 

2. Soit R une fcnct1on rationnelle et entiere de differents sinus et
cosinus dependant de l'arc z. 

La fonction R peut toujours etre mise sous la forme 

a, b, c, d,.... designant des constantes. 
. En effet, si cette fonction contient des sinus ou cosinus comme 
sin (a+ pz), cos (b + qz) ... , on les exprimera d'abord en sin pz, cos pz, 

smqz, ... 

Si p, q ... sont des fractions tell es que l' l, . . . on fera z= fltx et l' on

changera ainsi sin pz, sin qz,... en sin ehz, sin gfz,... ou. eh, gf 

seront des nombres entiers. 
Et si p, q... sont entiers ou que, par sui te de la substitution ci­

dessus, on ait sin ehz, sin g fz,... on ecrira ces sinus et cosinus en fonc­
tions de l'arc simple z. A cet effet, on peut se servir des formules sui­
vantes 

m(m-1) • . •cosmz=cos"'z- cos"'-·z srn·z 
1.2 

+ m(m-1){m-2)(m-3) 
m-• . • 

1.2.3.4 COS Z Sill z- ... 

m(m-1) (m-2) sinmz=m cos"'- 1z sinz-
L2.3 cosm-sz sin 5z+ ....

qu'on obtient en developpant Je second membre de l'equation 

cos mz + ./ -1 sin mz = (cos z+ ../-1 sin.z)'" 

et egalant de part et d'autre les parties reelles et les parties imaginaires. 
Ces transformations et les operations auxquelles elles donncnt lieu 

etant effect�ees, la fonction R prendra necessairement la forme 
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D'ou il suit que, si Rest une fonction rationnelle et entiere de diffe­
rents sinus et cosinus dependant de l'arc z, l'integrale 

�Rdz
peut toujours etre etablie au moyen des suivantes 

� dz, � cos mzdz, � sin mzdz, � sin "'z cos "zdz.
�ous allons donc integrer ces quatre expressions. 

I 

On a 

�dz= z +c

II 

Comme 

� cos"'zdz = � cos"'-!z ( 1 - sin 2z)dz
= - � cos"Hz sin2zdz + � cos"'-2zdz,

en integrant par paTties, on obtient 

� cosmzdz = - -- cos"'zdz + cos"'- 21.dz;� cos m- I z sin z 1 � � J m-1 m-ł 

d' on l' on tire 

\ m d cos m-l Z sin Z + m - f \ J cos z z= m -,;;- J cos"'� 2zdz;
et cette formule appliquee a elle-meme un nombre suffisant de fois,
donne 



ou 
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� 
. sinz 

( 
m-1 (m-1) (m-3) 

cosmzdz = - cos'"- 1z+ -- cos"'-8z + cos'"- 5z 
m m-2 (m-2) (m-4) 

3.5 ... (m-3) (m-1) 
)+ · · · · 2. 4 ... (m -4) ( m - 21 cos z 

+
1.3 ... (m-3) (m-1) 

+ C 
2.4 ... (m-2)m z ' 

� 
sinz 

( 
m-1 cos'"zdz = - cosm- 1z + -- cos"1- 8z + .....

m m-2 
+ 2.4 . .. (m-3) (m-1)

) 
+ 

C
1.3 ... (m-4)(m-2) 

suivant que m est pair ou impair. 

III 

1t 

Lorsque, dans les deux dernieres formules on remplace z par z - 2,

ce qui entraine 

cos ( z - i) = siu z , sin ( z -i) = - cos z , 

elles fournissent les suivantes : 

sm '"z z=-- slll"'-z --slll•n-z Slll m- z�
. 

d 
cosz

(
. 1 +

m-1. 8 +(m-ł)(m-3). 5 

m m-2 �-��-� 

+
+3.5 ... (m-3)(m-1).

)• • . • C) 4 ( - 4) ( - 2) Sill Z 

••..• 1n m 

+
L3 ... (m-3) (m-1) 

z+ C· 
2.4 ... (m-2)m '

Slll"'Z z=-- Slll m-z --Sill -z ...� . d COS Z ( • I + m - J . m S + 
m m-2 

+ 
2.4 ... (m-3) (m-1) + C.
1.3 ... (m-4) (m-2) 
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IV 

Pour integrer 

on opere de maniere a diminuer successivement les exposants de cette 

expression jusqu'a ce qu'on parvienne a l'une des integrales etablies 

ci-dessus.

Posons d'abord

� sin"'z cos"zdz = � cos"-1z sin mz coszdz.
On en conclut 

puis, remplaoant sin m+iz par sinmz(1-cos2 z), 

� . 
sin m+iz cos"-1.z n - ł � .sm"'.: cos"zdz = + -- sm'"z; cos"-'zdzm+1 m+1 

n-łf - m+ł J sin "'z cos"zdz;

et cette equation resolue par rapport a l 'integrale proposee donne 

Quand on fait 

un calcul entierement semblable conduit a

� cos"+ 1z sin m-lz m -1 � sin "'z cos"zdz = - +-- cos"z sin m-- 9zdz.
_ n+m n+m 
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La premiere de ces deux formules reduit l'exposant n, et la seconde 

celui m. 

3. Lorsque la differentielle. qu'il s'agit d'integrer offre un exposant

impair, son integrale peut etre exprimee plus simplement. Car, puisque 

cosu+1zdz = (ł -sin'z)k coszdz = (cosz - k sin 2z cosz + ... + sin 'kz cos z)dz,

on aura 

( k sin3z sinu+i 

J cos!k+lzdz = sin z --3-
+ .... + 2k + 1 + C.

§ 3. Autre moyen d'integrer la fonction

Rdz. 

4. On evite les transformations indiquees ci-dessus en traitant, d'apres

sa forme particuliere, chacune des differentielles que contient la 

fonclion Rdz. 

Car, on a evidemment 

( sin(a + pz)dz =�sin (a+ pz)pdz = + cos (a ±pz ) + c,
J p p 

�ń 

1 sin(a+pz)cos (a+ pz) dz= - cos (a+ pz)pdz = + + C;p . p

et, par consequent, aux integrales 

� sinm (a+ pz)d;, � cósm (a+ pz)dz, � sinm (a+ pz) cos" (a + pz)dz ,

les formules qui precedent sont applicables immediatement. 

5. Par ces resultats on voit comment il faut operer lorsquą dans

on substitue aux puissances sinm z, cosm z, leurs expressions en sinus et 

cosinus des multiples de z. 
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Les formules qui donnent ces expressions, s'obtiennent le plus ai­

sement quand, apres avoir etabli les quatre developpements que four­

nissent les binomes (a+ br et (a-b)'\ dans ]es suppositions succes­
sives m=2k, m=2 k + i, on groupe les termes affectes de memes 

coefficients. Car, il suffit alors d'y faire 

a= cos z +V l sin z, h=cosz-\"=1 sin z; 
et ayant egard a ce que

(cosz + J i sin z)"' = cos mz + i/-1 sin mz, 
(cosz + 1/-ł sinz) (cosz -J-1 sin z)= 1,

on trouve pour m= 2 k, 

1 ( m(m- ·l) cos mz = 2,,.... 1 
cosmz + m cos (m- 2)z + i .2 cos (m -4)z + .,, 

+ !m(m-1) ... (k+il),2 L2 ... k 
(-ł)"( m(m-1) sinmz = 2m-, cosmz-cosm(m-2)z + ł. 2 cos(m- 4)z - ...

+ � m(m-1) ... (k + 1))
-2 ł.2 ... k ' 

et pour m=2 k + 1, 

1 ( m(m-1) cosmz = - cos mz + m cos (m - 2}z + 2 cos (m - 4)z + .... 2m-l ·l. 
m(m-1) ... (k+2) ) + 2 k cos z , ł. . .. 

sin"'z = {-łt (sin mz - m sin (m-2)z + m(m- i) sin(m- 4)z - ....2m-1 ł ,2 
+m(m-·l) ... (lc+2). )·_ 2 k sm z , 

ł. ... 
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oh l'on doit s'arrMer des qu'on parvient a un terme qui renferme un 

arc nćgatif. 

6. On peut integrer aussi un produit de la forme

sinn (p + qz) cos (r + sz) .•. dz

sans avoir recours aux expressions en sinus et cosinus de l'arc simple z. 

Car les relations connues. 

sin a sin b = � cos (a- b) - � cos (a+ b),

sin a cos b = � sin (a+ b) + J sin (a - b),

1 ł 
cosa cosb = 2 cos(a+b) + 2 cos(a-b),

jointes aux quatre formules qui precedent, fournissent autant de moyens 

de convertir un tel produit en somme de sinus et cosinus d'arcs mul- . 

tiples. 
Soit n= 3. On fera d'abord 

pms. 

sin' (p +qz) = -1 sin (3p + 3qz) +�sin (p + qz), 

sin' (p + qz) cos (r + sz) = � (- sin (3p + r+(3q + s)z)

- sin (3p _:_ r+ (3q-s)z) + 3 sin (p + r + (ą+ s)z)

+ 3 sin (p - r + (q - s)z)) ;

- et ainsi de suite.

-a-
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SECTION DEUXIEME. 

l!'onctlons ratlonnclles f1•actlonnaires. 

CHAPITRE PREMIER. 

INTEGRATfON DES FRACTIONS DONT LES DENOMINATEURS SONT DES FONCTIONS 

• GONlOMETRIQUES MONÓMES DE L' ARC Z. 

§ 1 . J ntegrales ćlementaires .

. 7. La dift'erentiation donne 

donc 

d-1-=- mcoszdz
sin�z · sinm+1z ' 

dl . coszdz
smz =-.--, 

smz 

l cos zdz = _ ł _ C 
J sinm� ( m -1) sin"'- 1.z � ' 

Scotzdz =lsinz+c, 

d _J __ msinzdz
cosmz - cosm+1 z ' 

dl sin zdz cosz=---·cosz '

rsin zdz _ 1 C J cosmz - (m-1) cosm-lz + '

� tangzdz=- l cos z +c. 



/' 
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§ 2. 1 ntegration des df/ferent.ietteś

Pdz Pdz Pdz 
cos z ' sin z' sin z cos z

8. Supposons que P soit une fonction rationnelle et entiere de diffe­

rents sinus et cosinus dependant de l'arc z, mais qu'elle ne contienne 

aucun sinus ni cosinus d'une fraction de z.

Conformement a ce qui a ete et_abli ci-dessus, la fonction P peut

toujours etre mise sous la forme 

a+ b sin"'z + c cos�z + dsinYz cos6z + .....

En consequence, les fractions 

Pdz 
cos z'

Pdz 
sin z' 

Pdz 
sin z cos z

peuvent fournir les differentielles fractionnaires indiquees aux seconds 

membres des equations 

Pdz adz b sin"'zdz 
+ .....cos z cosz + cos z 

�dz = �dz + c co
_
s�zdz + ····.

sm z sm z smz 
Pdz adz 

inz cosz + ... ·· sin z cos z 

Les integrales de ces cinq differentielles s'obtiennent comme il suit : 

I 

1 _!:!__ = 1(cosz· sinz) d:; J sin z cos z J · sin z + cos z 
= l sin z - l cos z + C ;



clone 

clone 

donc 

INTEGRAT!ON DES FONCT!ONS GONlOMETRLQUES. 

� 
dz 

. = l tang z+ C.
SID Z COS Z 

II 

� 
dz 

� 
dz 

--= ; sin z . z z 2 sm - cos -
z z 

� dz z 
-. - = l tang -2 + C.smz

III 

� dz (re z) -= !tang -; +- +c.cosz fj, 2 

IV 

� sinetzdz � _ Ct-2 d + � sinet -2zdz
-- = - sm zcosz z cos z . cosz 

=-�+ sm z z.. et-1 i , et-2 d 

a.- I cosz '
et par suite on aura 

�sinetzdz sinet-tz sinet-3z . (re z) --=--- ---- - ... -smz + ltang -+- +c co� z a - 1 a. - 3 4 2 '

tł 
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si (X est pair, ou 

r sin(Xzdz = _ sincx-łz _ sin
cx-3z __ ... _ sin!z - lcosz +c,

J cos z a: - 1 a: - 3 2 

si (X est impair. 

V 

On obtient pareillement 

r CO��zdz -COS�-"z + r C0S�_-
2zdz·.

J sm z � - 1 J sm z ' 

ce qui donne pour �=2 k, 

� cos�zdz cos�-1z cos�-3z z -. - = -R-- + � 
3 + ... + cosz + l tang ;:; + C,smz r-1 - :.: 

et pour �=2k+ 1, 

cosz_�+�+ + cosz
+t 

· +c � 
� �-,J �-3 2 

• - r.i R 3 ... smz .
smz r-1 ł' - 2" 

§ 3. J ntegration des differentietles

Pdz Pdz Pdz 

cos"'z ' sinmz ' sinmz cosnz.

9. En supposant toujours

P =a+ bsincxz + ccos�z + dsinYz cos�z + ....

on trouve qu'abstraction faite. des differentielles integrees dans ce qui 

precede, les fractions 
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Pdz Pdz Pdz 
cosmz ' sinmz ' sinmz cosnz

peuvent offrir les suivantes : 

dz dz dz 
1

° 

cos'"z' sinmz' sinmz cos"z'

2· tang'"zdz, cotangmzdz;

30 sin"zdz cos�zdz
cosmz ' sinmz

1S 

Ces differentielles donnent, par consequent, lieu a trois especes d'in­

tegrations distinctes. 

En posant 

r dz r sinzdz
J cos'ni = J cos"'z sin z

I 

� 
sin z 

(
sin z cosz)= --- -- + -- dz cos"'- 1 z cosz sin z 

\ sin2zdz \ dz
= J cosmz + J cos"'-2z'

et integrant par parties, on obtient 

r dz sinz ł r dz 
J cos"'z = (m -1)cosm-1z - m-1 J cosm-2z

r dz 
+ J cos"'-2z'

ce 9m se reduit a

\ dz sin z m - 2 l dz
Jcosmz = (m-1)cosm-tz + m-ł J�·
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Cette formule donne 

� dz sin z ( 'm-1 + m-2 . 111-• + + 2.4 ... (rn- 2) . ) +c -- = -- sec z -- sec z . .. ------ sec z ,co�'",;; m - i m - 3 1. 3 ... (m - 3) 

ou 

j� dz sin z ( . 1 + m - 2 . 3 3. 5 ... (m - 2) . 2 ) -- = -- sec"'- z -- sec"'- z + ... + sec ,;; cos"'z m - ·1 m - 3 2. 4 ... (m - 3) 
+ 1.3 ... (m ...:._ 2) l ('lt + z) + C----- tang - -2.4 ... (m-1) 4 2 

suivant qu'on suppose m pair ou impair; et lorsque, dans ces resuł­

tats, on change z en z - i, il vient

� dz cosz ( m-2 , 3 + 2.4 ... (m-2) . ) -.-,,-, = - -- cosec"Hz + --3 cosec•n- z ... + 3 ( 3) cosec z + Csw z m-1 m- 1. ... m-

� dz cosz ( . 1 + m-2 . 8 3.5 ... (m-2) . 2) --;;;-;; = - ( _ 1) cosec",__ z -=._ 3 cosecm- z + ... + 2 ( _ 3) cosec z sm � m m .4 ... m 
+1 ·3··-(m-2) ltang:+c.2.4 ... (m-1) 2 · 

Maintenant, comme 

on trouve 

\ dz = \ 1 (cos z + sin z) d J sin'"z cosnz J sin11•-1z cos"-1 z sin z cos z z

\ coszdz \ dz 
= J sin"'z cos,,,_ 1z + J sinm-2z cos"z'

\ • dz 1
J sinmz cosnz = - -(11_t ___ 1 )-s-in_m __ .,-1 z_c_o_s,.---1 z

n - ·1 \ dz \ dz
+ m - 1 J sinm-2z cos"z + J sin"'-2z cos"z'
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et , assemblant, 

( dz 1 m + n- 2 ( dz J sin"'zcos"z = 
- (m- '1)sin"'-1zcosn-1z + m-.1 J sin"'-2zcos"z ·

Pareillement, quand on fai! 

( dz _ = ( 1 (sin z cosz) dz J sin'"z cosnz J sinm-l Z cosn-l Z cos Z + sin Z 

on parvient a la formule 

r sinzdz r dz 
= J sin"'- 1z cosnz + J sinmz cos"-2z l 

( dz = 1 + n +m-2 ( dzJ sin"'z cosnz (n - 1) cos•- 1z sin"'-1z m -1 J cos"- 2z sinmz ·
Lorsque m est impair, la premiere de ces formules conduit a

\ . 
dz 

;J smz cosnz 

li> 

et, par la seconde, on ramene cette integrale a I'une des suivantes : 

r dz J sinzcosz' 

II 

Pour les tangentes et cotangentes il vient 

� �•. sin zdz 
tang"'zdz = smm-l Z -­

. cos"'z 
sinm-l Z r sin"' -2ztf Z 

= (m-1) cos"' · 1z - J cosm- 2z
tang"'- 1z � tang'"-2zdz;m-1 
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� 
� coszdz cot"'zdz = cosm- 1z -.-­sm"'z 

cosm-lz rcosm-! i:dz 
= - ( m - ł) sin111

-
1z - J sinm-•z

cot"'-1z 
� = - --- - cot"'-2zdz. · m-ł

D'ou l'on conclut, en supposant successivement p�ir et impair le

nombre rrr, 

� m tang"'-1z tang11
•-

3z tang zdz = . - + ..... + tangz+z + C,m-i m-3

r t . ;;, d - tang11
•-

1z tangm-Sz + + tang2z + l + C 
J ang z z - :m _ 1 

-
m _ a ..... _ -

2
- _ cos z ,

� 
cot"'- 1z cot"'- 8z cot"'zdz =---

1 
+--

3 
-..... +cotz+z+c,m- m-

� cotm- 1z cot111
-

8z cot2z . \cot"'zdz = --- +---..... +-- + lsmz + C. J m- i m- 3 2 

III 

Les formules qui ramenent 

r co��zdz
J s1n"'z 

a des integrales traitees ci-dessus, s'obtiennent comme il suit:

� cos�zdz � �-� cos zdz ---= cos z-.--
sin"'z sm"'z 

·cos�-I Z � - i r C0S�-2zdz-
(m- ł) sin"'- 1z - m-ł j sin'"-2z ·
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10. Ce qui precede ·otfre des m·oyens suffisants pour integrer les
fractions que nous venons de considerer. Nous y ajouterons ·cependant 
ae nouvelles. expressioris des integrales 

� dz · (' dz
� sin""z' J co��'z"

express10ns auxquelles conduit l'integration des tangentes et cotan­
-gentes. 

Pour cela nous posons d'abord 

(' dz (' (sin z ·cos z)"' 
J sinmz cos"'z = J .cos z + sin z dz

= � (tang z+ cot zJmd;.

En supposant m=2k, on aura evidemment 

= � (tang"'z + m tang'"-2z + ........... .

m(m-1) ... (k+2) � 
+ 

m(m-1) ... (k+1)
+· �ngz 

t.2 ... (k-1) . .  1.2 ... k 

rn(m-1) ... (k+2) 
2 + cot z+ ............ .

1.2 ... (k-1) 

+ m cotm-2z + cot"'z) dz.

Integrons maintenant. Il vient 

. 
. 

3 

. ' 

,' 
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(' dz 
J sin"'z cos"'z

tang"'- 1 z tang"•-3z tang"'- 5z = 
1 

- --
3-. + 5 - ..... + tang z + zm- m- m-

lang"'-3ż tangm-Sz + m 
3 

- m 
5 + ..... + m tang z + mzm- m-

m(m-1) tang"'-5z + m(m -1) , _ m(m-1) r 

+ 9 � - . . . . . _ tang � + ł 2 ,,
1.- m-" 1.2 

+ ................................................. . 
+ m(m-'1) ... (/,:+2) m(m-J) ... (k-j-2) 

9 tangz - li z
J._ .. (k-1) 1.2 ... ( c-1) 

1 
m(m + ł). .. (k+ I)

T 
1.2„ k Z 

_ m(m-ł) . . .  (k+2) cotz _ m(m-1) ... (k-l-2) z
·I .2 ... (k-1) 1.2 . .  (k-1) 

m(m-1) cot"'-5z _ m(m-1) t _ m(m-1).-- 2 --+ .. ·•·+ COz+ z1. m-5 1.2 1.2 
cot"'-3z cot"'-5z - m -- + m --5 - ..... + m cotz + mzm-3 - m-. 

COt"'-1z COtm -Sz C0t'"-3z- --+ -- ---
5 

+ ..... +cotz+z
m-1 m-3 m-

+ c.

Or, en groupant, on trouve generalement ·

(--l-, _ . + m(m- ·1) _- m(m -1) ... (m -p+ 2)
) 

tang'"-2P+ 1z -cotm -ip-H z
--� ł + nt - . C) + ..... + ( ) J ,_ 1. 2 ... p-1 m-2p+1

pms 

_ (m--t)(m-2) ... (m-p+ł) tangm-2p+ 1z -cot"'-2P+ 1z_
J • 2 ... (p - ·J J m - 2p + 1 '

9 (-
+ _ m(m-·1) + m(rn- ł) ... (k+2)),-

+ł-m+ 1 '> _ ..... -c- 2 (k-) -·. - ł. ... 1 
2(m-1)(m-2) ..... (lc+1)

1.2 ... (k-1)
z

m(m-'1) ... (k+ 1) 
1.2 ... k 

z,
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de sorte que cette derniere somme detruit l'integrale que donne le 

terme du milieu de la differentielle. 

Donc 

� dz tang'"- 1z -cot"'-1z tangm-·3z - cot"'- 3z---= + (m-1)-----sinmzcos"'z m -1 m - 3 
(m - 1)(m -2) tang"'-5z - cot»>- 5z

+ 
3 5 + .....i. m-

+ (m-1)(m-2) ... (k+i) t t +c 1 . 2 ... (k _ 1) ( ang z - co z) , 
si m= 2 k. Quand m= 2 k + i le dernier groupe donne 

et par suite on a 

(m-1)(m-2) ... lk+1) (l. l 1 2 /; ' smz - cosz); 
. . . .  ' 

� dz tangm-l Z - col'"- 1z tangm-3z - cot"'·-3z\. = +(m-'I) + .....J sm'"zcosmz m -1 m - 3
+ (m -1)(m - 2) ... (k + 2) tang2z -cot2z1.2 ... (k-1) 2 
+ (m-1)(m-2) ... (lc+1) lt + C 1 . 2 ... k ang z . 

Donc, puisque 

� si!:.z = 2!-1 � • �
z 

z '2sm"' - cos"' -2 2
� dz 1 � dz� cos'"z = 2m- 1 (7t z) . (7t z) '2cos"' - + - sm'" - + -4 2 4 2 

des deux formules qui precedent, resultent les suivantes : 
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. ( z . z · z

1 

z · tanom-I - - COt"'-I - langm·S - - COt"•-S -
\ dz 1 ' 0 2 2 2 2 
J sinmz = 2m-1 m -1 + (m-ł) m - 3 + .....

+
(m-1){m-2) ... (k+1)( z t z

))+c tang - - co - , 
1. 2 ... (k - 1) 2 2 

n d 1 
tang•11-I C) -

CQtm-1 
') �, )( -'>) (k+2)tang2 -2-C0l2

2
_ '( z z . z z 

\ z. _. -. - - 1 (m 1 m ,. ... 
Jsin"'z-2m- 1 · m-1 T--·+ '1.2 ... (k-1) 2 

_J_ (m-1)(m-2) ... (k+,1) 1. :) + C i 1 . 2 ... k 
tang •2 ' 

[ (1t z) · · (1t · z) (1t z) (1t z)tang"'· I - + - - COt'"-I - +- tangm-J -+ - - CQtm-3 - I -

�
• dz ,J . 4 2 . 4·· 2 4 2 4 1 2 · 
cos"'z = 2'"- 1 • m - 1 + (m-ł) m - 3 + · · "·

+ 
(m-1)(m-2) . . (k+1) [t (:: . �)- ('.:: + �)J] + . " (k _ )

ang 
4 + " cot 

4 2 
C, ł. - ... 1 -

. tangm-J - + - -coim-l ·- +:::. [ (1t z) (1t ")
\' dz 1 4 2 4 2
J cosm.:; = 2•n-l m -1 

+ .....

, 2 (1t z) 2 (1t z)
+ 'm-i)(m-2 ... (k+2) tang 4+2 -cot 4+2 

J.2 ... (k-1) 2 

(m-ł)(m-2) ... (k+·t) l (1t + z)] 
+ ·1 . 2 ... k

· tang 4 2 + C'

dont la premiere.de chaque couple repond a m= 2 k, et la seconde 

a m=2k+1. 

Les coefficients sont ici plus simples que dans les formules donnees 

plus _haut pour la determination de ces integrales, et ils off rent l'avan­

tage de proceder comme dans les puissances entieres du binóme. 
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Exemple: 

( 
8

z 
8 

z 
6

z 
6

z 
4

z 
4.: tang - - cot - tang - - cot - tang - - cot -\ _dz = i_ 2 2

+ 8 2 2
+ 28 2 2

J sm
9
z 2 8 8 6 4

2 z 2 z 

) 
tang - - col -2 2 z 

+ 56 2 + 70 l tang 2 + C;

et la formule connue donne 

\ dz cos z ( , 7 35 , 105 . )' J sin 9z = - -

8
- cosec8 z + 6 cosec6z + 24 cosec4z + 48 cosec2 z 

105 z 
+ 384 l tang 2 + C.

§ u. Transf01·mations qui conduisent aux intćgrations ci-dessus.

11 .. On peut ecrire 
Pdz 

sin'"2z

cornme il suit 
Pdz 

et, si Q est une fonction rationnelle et entiere qui contient sin � ou 

cos �, en faisant z= 2 x, on changera 

en 
Pdx 

21 
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Mais il irnporte essentiellement d'observer que les differentielles 

Pdz 
z sinm -k 

Pdz 
-z,cosm -. k 

Pdz 
z z sinm - cosn -k k 

sont integrables par les forrnules qui precedent lorsque k est un nornbre 

entier. Car, quand on remplace z par kx, elles deviennent 

Pkdx Pkdx Pkdx sin"'x ' cosmx ' sin"'x cosnx ' 
et cette substitution n'introduit dans P aucun sinus ni cosinus dependant 

d'une fraction de x. Ainsi, quand on fait z= 3x, il vient 

donc 

�
coszdx 

= 12 ·cco�
3xdx - 9 rco�xdx

. z J mnx J mnxsm -
= 6cos2x + 3lsinx + C; 

�cos zdz 
2 

z . . z -. -z- = 6 cos 3 + 3 l sm 3 + C.sm 
3
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·CHAPITRE DEUXIEME.

INTEGRATION DES FHACTIONS DONT LES DENOMINA.TEUHS SONT DES FONCTIONS 

GONIOMETR!QUES MONÓMES n'ARCS TELS QUE a+ z. 

§ i. I ntegralion des differenlieltes

Pdz Pdz 

Pdz Pdz Pdz 

sin'"(a+z)' cos"'(a+z)' sin"'(a+z)cos"(a+z)" 

·12. Toutes les fois que la fonction P ne renfermera pas de sinus ni de

cosinus d'un arc autre que celui a+ z au quel appartient le denominateur 
de la fraction a integrer, on effectuera l'operation par les formules eta­

blies precedemment. 

Dans tous les autres cas, on fera d'abord disparaitre Jes smus ou 
cosinus des multiples de z qui pourraient se trouver dans P; et l'on y 

rapportera ensuite tous les sinus et cosinus a l'arc a + z. 

Exemple: 

r[sin 2z+ cos2 (k+z)) dz = ('[2sin z cosz + cos2 (k +z)] dz

J cos8(a+z) J cos8 (a + z) ·



Or 
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sinz = sin(a+z-a)
= sin(a+z) ćosa-cos(a+z)sina,

cosz = cos(a+z) cosa+ sin (a+z) sina,
cos(k+z) = cos(k- a) cos(a+z)-sin(k-a) sin(a+ z);

et effectuant les substitutions, on trouve 

�
[sin2z+cos2(k+z)]dz 

[ 2(k ) 
. 2 ] � 

dz
-------,:-:----,--- = cos - a - sm a cos8(a+z) cos(a+z)

· . · 
�
sin(a+z)dz+ [ 2cos2a-sm(2k- 2a)] 2( + ) cos a. z 

+ [ . 2(k- ) + . " ] �
sin2(a+ z)d� sm a sm .a 8( + ) .cos a z 

§ 2. Integration de ta ditferentiette

Pd.t
sin (a+z) cos(b-z) cos(z-c) ...

13. Il est evident que, si l'on parvient a decomposer la fraction

1
sin (a+ z) cos (b-z) cos(z -c) ...

en fractions partielles ayant pour denominateurs respectifs les facteurs 

du produit sin (a-+- z) cos (b-z)... quelles que soient d'ailleurs les 

constantes dont ils puissent s'y trouver affectes, on determinera 

� Pdz
� sin (a +z) cos(b-�) cos(z-c)

au moyen d'integrales telles que 

l Pdz
J sin(a+ i)'

que nous savons etablir. 

( . Pdz 
Jcos(b-z)' ····
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Les decompositions elementaires des fractions que n_pus considerons 
s'obtiennent comme il suit : 

1 sin[b+z -(a+z)] 
sin(a+z) sin(b+z) - sin(b-a) sin(a+z) sin (b+z) 

· sin (b + z) cos (a+z) - cos(b+z) sin(a + z)
= 

sin(b-a) sin(a+ z) sin (b+z) 
cos(a+z) cos(b+z) , 

sin (b - a) sin (a+ z) + sin (a-b) sin(b+z)'

1 · cos [b + z -(a + z)]

sin(a+z) cos (b+z) - cos (b-a) sin (a+ z) cos (b + z) 
cos (a+ z) sin (b +z) 

cos(b �a) sin (a+ z) + cos (a-b) cos (f+z)' 

1 sin [a+ z -(b + z)]

cos(a+z) cos(b +z) - sin (a- b) cos (a+ z) cos (b + z)

sin (a+ z) sin (b + z) 
- sin (a- b) cos (a+ z) + sin (b-a) cos(b+z);

et ainsi des autres. Il importe de remarquer que ces resultats subsis­
tent lorsqu'on change z en - z, et qu'il en sera par consequent de 
meme de tous ceux qui en derivent. 
. Nous allons maintenant chercher a etablir des formules applicables a

la decomposition des fractions de ce genre <lont les denominateurs off rent 
plus de deux facteurs. 

i 4. Supposons que Ie denomi_nateur de la fraction 

1 
sin(a+z) sin(b+z)si�(c+z) ..... 

soit un produit de n sinus. 
On trouve 

,. 

ł _ cos(a+z) cąs(b+z) ; 
in(a+z) sin(h+z) - sin(b-a) sin(a +z) + sin (a-b) sin(b +z) > 

4 
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2· 

1 

sin (a+ z) sin(b + z) sin(c + z)

cos(a+z) cos(b+z)
sin(b-a) sin(a + z)sin(c + z) + sin(a -b) sin(b + z) sin(c +z)'

. et, decomposant ces deux fractions, 

1 

sin(a+ z) sin(b + z) sin(c+z) 
cos2(a+z) cos(a+z)cos(c+z) 

= sin(b-a)sin(c -a)sin(a+z) + sin(b -a) sin(a-c) sin(c+z)
cos2(b+z) cos(b+z)cos(c+z) + sin(a-b) sin(c-b)sin(b+z) + sin(a-b)sin(b-c)sin(c+z)'

Maintenant, quand on rapporte cos (a+ z); cos (b + z) a. l'arc c + z, 

il vient 

cos(a+ z)cos(c+ z) cos(a-c)cos2(c +z) 
sin(b-a) sin(a-c) sin(c+z) sin(b-a)sin(a-c) sin(c +z) 

cos(b +z) cos(c + z) cos(b-c) cos2(c +z) 
sin(a-b) sin(b-c)sin(c+ z) 

- sin(a - b) sin(b-c) sin(c+z)

Or 

cos(c+z) + cos(c+z) = O·
sin(b -a) sin(a -b) '

et, en vertu de la decomposition precedente, on a 

cos(c+z) 
sin(b-a)' 
cos(c +z) 
sin(a-b) 

cos(a - c) cos(b-c) 1 
in (b-a)sin(a-c) + sin(a-b)sin(b-c) = sin(a-c)sin(b-c)" "'

Donc 

1 cos2(a+z) 
sin(a +z)sin(b +z)sin (c+z) - sin(b-a) sin(c-a)sin(a+z) 

cos2(b + z) cos2(c + z)+ sin(a-b)sin(c-b)sin(b+z) + sin(a-c)sin (b-c)sin(c+z)'
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3• On peut clone poser 

ł _ 00��+� 

27 

sin(a + z) sin(b + z) sin(c + z) sin(d + z) - sin (b -a) sin(c -a) sin (a+ z) sin(d + z)

+ cos2(h+z) cos2(c+z) . 
sin(a -b)sin(c-b)sin(b+z) sin(d+z) + sin(a-c)sin(b-c)sin(c+-z)sin(d+z)'

ce qui conduit d'abord a

1 

sin(a + z) sin(b + z) sin(c + z) sin(d + z)

cos8(a+z) cos2(a+z)cos(d+z) 
- sin(b-a)sin(c- a)sin(d-a)sin( a + z) + sin(b - a) sin(c -a)sin(a- d) sin (d +z)

cos8(b+z) cos2(b +z)cos(d + z) 
+ sin(a-b)sin(c-b)sin(d- b)sin(h+z) + sin (a -b)sin(c- b) sin(h- d) sin(d+z)

cos3(c + z) cos2(c+ z)cos(d + z)+
sin(a-c)sin(b-c) sin(d-c) sin(c + z) + sin(a-c)sin(b-c) sin(c -d)sin(d +z)"

Or, les transformations de cos2 (a+ z), cos2 (b +z), cos2 

(c + z) effec­

tuees comme ci-dessus, donnent 

cos2 (a+z) cos(d +z)

sin(b-a)sin(c-a)sin(a -d)sin(d + z)

_ cos2(a-d)cos8(d+z) _ 2cos(a-d)cos2(d+z) 
+ 

sin(a-d)sin(d+z) cos(d+z)
sin(b-a)sin(c-a)sin(a-d)sin(d+z) sin(b-a)sin(c-a) sin ( b-a) sin(c-a) ' 

cos2 (b+z)cos(d +z) 
sin(a·- b)sin(c - b)sin(b -d)sin (d + z)

_ cos2 (b-d)cos8 (d+z) _ 2cos(b-d)cos2(d+z) + sin(b-d)sin(d+z)cos(d+z)
sin(a-bJsin(c_,._b)sin(b-d)sin(d+z) sin(a-b)sin(c-b) sin(a-b)sin(c-b) 

cos\c+z)cos(d+z) 
.sin(a-c)sin(b-c)sin(c-d)sin(d+z) 

cos2(c-d) cos8(d+z) 2cos(c-d)cos2(d+z) sin(c-d)sin(d+z) cos(d+z) 
- sin(a-c)sin(b-c)sin(c-d)sin(d+z) 

-
sin(a-=-c)sin(b-c) 

+ sin(a-c)sin(b-c) ·
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Mais nous venons de voir que 

cos2 (a-d) . cos'(b-d) 
sin(b-a) sin(c-a)sin(a-d) + sin (a-6) sin (c-6) sin(b-d) 

cos2 (c-d) ł 
+ sin(a-c)sin(b-c)sin(c-d} = sin(a-d)sin(b-d) sin(c-d); 

eL pour les coefficients respcctifs de cos2(d +z) et sin (d + z) cos (d+z), 

on trouve en assemblant 

2(cos(a-d)sin(c-b)+cos(b--d)sin(a -c) +cos(c-d) sin(b-a)) _ 
��-���-���-� 

-

sin(c-b+a-d) + sin(c-6-a+d) + sin (a-c+b.-d) + sin (a-c-b+d) 

+ sin (b-a+c-d) + sin(b-a-c+d) 
sin (b-a) sin (c-a)sin (c-b) 

=0,

et de meme 

sin (a-d) sin(c-b)+sin(b-d) sin(a-c) + sin(c-d) sin(b-a) 
sin(b-a) sin (c-a}sin(c-b) 

-1 

2 [cos(a-d-c+b)-cos(a-d +c-b) + cos(b-d-a + c)- cos(b �d+a-c)

+ cos(c-d-b+ a)-cos(c-d + b-a)]
sin(b-a) sin(c-a) sin(c- b) 

=0. 

Donc 

ł 

sin (a +z)sin(b +z) sin(c+ z) sin(d+z) 
cos3(a+z) cos3 (b+z) 

- sin(b-a)sin(c-a) sin(d-a)sin(a+z) + sin(a-b)sin(c-b) sin(d-b)sin(b+z)

+ 
cos3(c + z) cos3(d +z) 

sin(a-c)sin(b-c)sin(d-c)sin(c+z) + sin(a-d) sin(b-d)sin(c-d)sin(d+z)· 
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On s'assure ainsi que, si les facteurs du produit 

sin (a+ż) sin (b +z) sin (c+z) ..... 

sont au nombre de n, on aura 

(A)
sin (a+ z) sin (b +z) sin (c +z) ...

cos"-1 (a+ z) cos"- 1(b + z) 
sin (b - a) sin (c - a) ••• sin (a+ z) + sin (a - b) sin (c - b) ••. sin (b + z)

cos"-1 (c + z) 

+ sin(a-c)sin(b-c) ... sin(c-z) 
+ 

····· 

Telle est la formule generale qui decompose la fraction 

sin(a+z) sin(b+z) sin(c.+z) ... 

5!9 

quel que soit le nombre <le facteurs qui forment son denominateur. Elle 

est applicable a toute fraction dont le denominateur est un produit de

sinus ou cosinus tous distincts dependant d'arcs tels que a+ z. Car, 

au moyen des identites 

cos(a +z)= sin (i'+ a+ z), 

cos(a- z) = sin (i - a+ z), 

sin (a - z) = sin (1t -a+ z), 

une telle fraction peut toujours etre mise sous la forme 

sin(a + z) sin(b +z) sin(c +z) ... 
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Exemple 

1 
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1 
iin(a + z) cos(b-z) sin(z-c) sin(a+z)sin (i-b+z)sin(z-c)

coss(a + z)

donc 

sin (i- b-a) sin( -c-a)sin(a+z)

cos! (i-b+.z) 
+--:-----;-----,------,-------,----

sin (a-i+ b) sin (- c� i+ b) sin(� - b + z)

+ cos2(z - c) 
;

sin(a+ c)sin G-b + c) sin (z-c) 

1 cos2(a+z) 
sin(a + z)cos(b-z)sin(z-c) cos(a + b) sin(a + c)sin(a + z)

sin!(b-z) cos'(z-c) 
+

cos (a + b)cos(b -c) cos (b-z) + sin(a + c)cos(b-c)siri(z-c)'

15. Quand on traite conformement a sa nature chacun des deux cas
· gu' off re la fraction

1 

sin(a+z)sin(b+z) ..... ' 

selon que son denominateur est un produit d'un nombre pair ou impair 
de _. facteurs, on obtient deux formules distinctes remarquables par leur 
extreme simplicite. Et l' Oil y parvient plus focilement qu'a la formule 
generale etablie ci-dessus. En effet, on a 

·I•

1 _ cos(a+z) cos(b+z) . 
in(a + z)sin(b + z) - sin(b-a) sin (a+ z) + siil(a:__ b)sin(b+ z)'
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1 
sin(a +z)sin(b + z)sin(c+z) 

cos(a+z) - cos(b + z)

= sin (b-a)sin(a+z)sin(c +z) + sin(a-b)sin'(b +z)sin(c +z}'

et par suite 

,1 

sin(a + z)sin (b + z) sin(c+ z)

cos2(a + z) cos (a+ z) cos(c + z)

sin(b-a)sin (c-a)sin(a +z) + sin(b-a) sin (a-c) sin (c + z) 
cos2 (b +z) cos(b + z)cos(c + z) + sin(a-b)sin(c-b)sin(b+z) + sin(a-b)sin(b-c)sin(c+z)'

- Maintenant, au moyen de l'identite cos2 (a+z)=1-sin2 (a+z),

on peut faire

cos'(a + z) cos (a+ z) cos (c + z)

sin(b -a)sin(c-a)sin(a +z) + sin(b-a)sin(a-c)sin(c +z)

= 

1 + sin(a+z)sin(c+z)
sin(b- a) sin(c-a)sin(a + z) sin(b-a)sin(a-c)sin(c+ z)

cos(a + z)cos(c + z)+ sin (b- a) sin(a - c) sin(c+z)
1 + cos(a-c)

- sin(b- a) sin(c-a)sin (a+ z) sin(b- a)sin(a - c)sin (c +z)'

et pareillement 

cos2(b + z) 
+ 

cos(b + z)cos (c + z) 
sin (a-b)sin(c-b) sin(b + z) sin(a-b)sin(b-c) sin(c+ z) 

1 cos(b- c) 
= -si-n -(a---b)-si- n-(c---b)-s -in-(b_+_z) + sin(a-b)sin(b-c)sin(c+z)"

On obtient ainsi 
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ł 

sin (a+ z) sin (b + z) sin (c+ z)
ł cos(a-c) 

sin(b-a)sin (c-a)sin(a+:.) 
+ 

sin(b-a)sin(a-c)sin(c+z)

+ ł cos(b-c) . 
sin (a- b) sin(c -b) sin (b+z) + sin (a-b) sin(b-c) sin_(c + z)' 

mais de la decomposition. precedente, il resulte que 

·donc

cos(a-c) · cos(b-c) ł 
sin (b-a)sin(a-c) + sin(a-b)sin(b- c) = sin(a_.:c)sin(b-c); 

sin(a+ z) sin(b+ z) sin(c+z)
ł ł 

= sin(b-a)sin(c-a)sin(a+z) 
+ 

sin(a-b)sin(c-b)sin(b+z)
ł

+
sin(a-c) sin( b -c)sin(t;"+z)

3° ll s' ensuit 

ł ł 
---,--------:----:---:--:---c----c -:---:-=------,--,--,-----,--c-,,-----,-��---, 

sin(a+z) sin(b+z) sin(c+z) sin(d+z) - sin (b-a) sin(c-a) sin (a+z) sin(d+z) 
. 

ł ł 

+ sin(a-b) sin(c-b) sin (b+z) sin (d+z) + sin(a-c) sin(b-c) sin (c+.z) sin(d+.z);

ce qui donne 

ł 

sin(a+z) sin(b +z) sin(c+z) sin(d +z) 
cos (a+z) cos (d+z) 

- sin(b-a) sin(c-a)sin(d-a) sin(a+z) + sin(b-a) sin(c-a) sin(a-d) sin(d+z)

cos(b+.z) cos(d+z) 
+ sin(a-b) sin(c-b) sin(d-b) sin(b+z) + sin(a-b) sin(c-b) sin(b-d) sin(d+z) 

. cos (c+z) cos(d+z) 
+ sin(a-c) sin(b-c) sin(d-c) sin (c+z) + sin(a-c) sin(b-c) sin(c--d) sin(d+z) · 
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Or, d 'ap res ce qui a ete etabli en dernier lieu, 

donc 

1 1 
sin(b-a) sin(c - a) sin(a...:....d) + sin(a- b) sin(c-b) sin (b - d) 

1 1 + sin(a- c) sin(b-c) sin(c-d) = sin(a- d) sin (b-d) sin(�-d);

1 
sin(a +z) sin(b+z) sin(c +z)sin(d+z) 

55 

cos (a+z) cos (b+z) 
sin(b-a) sin(c-a) sin(d-a) sin(a+z) + sin (a-b) sin(c-b) sin(d-b) sin(b+z)

cos (c + z) cos (d+z) 
+ sin(a-c) sin (b-c) sin (d-c) sin (c+z) + sin (a-d) sin (b-d) sin(c-d) sin(d+z) 0 

4° Posons encore

1 
sin (a+z) sin (b+z) sin(c+ z) sin(d +z) sin(f+z) 

cos (a+z) 
+ 

cos (b-\--z)
-:--sin(b-a)sin(c-a) sin(d-a) sin(a+z) sin(/+z) sin(a-b) sin(c-b)sin(d-b)sin(b+z) sin(/+z) 

cosJc+z) cos (d+z) + sin(a-c) sin(b-c) sin(d-c) sin(c+z) sin(f+z) + sin(a-d)sin(b-d)sin(c-d)sin(d+z)sin(f+z)"

Quand, apres avoir decompose ces quatre fractions, on effectue les 

transformations <lont nous avons fait usage pour le cas de trois facteurs, 

il vient 

1 
sin (a+z)sin (b +z) sin (c+z) sin(d +z)sin(f +z) 

1 cos(a-f) 
- sin(h-a) sin(c-a) sin(d-a) sin(f-a) sin(a+z) + sin (b-a) sin(c-a) sin(d-a)sin(a-f) sin(f +z)

i cos(b-f) + sin(a-b) sin(c-b) sin(d-b)sin(/-b) sin(b+z) + sin(a-b) sin(c-b) sin(d-b) sin(b-f) sin(t+z)
1 cos(c-f ) + sin(a-c)sin(b-c) sin(d-c)sin(f-c) sin(c+z) + sin(a-c)sin (b-c)sin{d-c)sin(c-f) sin(f+z)
1 cos(d-f) + sin(a-d)sin(b-d)sin(c-d)sin(f-d)sin(d+z) + sin(a-d) sin(b-d)sin(c-d) sin(d-f)sin(f+z);.

5 
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et puisque, conformement a la decomposition qui precede, 

cos(a-f) cos(b-f) 
sin(h - a) sin(c-a) sin(d-a) sin(a - f)-+: sin( a-b) sin(c--b)sin(d -h)sin (h-f)

cos(c-f) cos(d-f) 
+ sin(a-cJ sin(b-c) sin(d-c) sin(c- f) + sin(a-d) sin(b-d) sin (c-d) sin(d-f)

1 

-sin(a-f) sin(b-f) sin(c-/) sin(d-f)'

on aura 

1 

sin(a+z) sin(h+z) sin(c+z) sin(d+z) sin(f+z)

1 1 

- sin(b-a)sin(c-a)sin(d-a) sin(f-a) siu(a+z) + sin(a-b) sin(c-b) sin(d-b) sin(f-b) sin(b+z)

1 1 

+ sin(a-c) sin(h-c) sin(d-c) sin(f-c) sin(c+z) + sin(a-d) sin(b-d) sin(c-d) sin(f-d) sin(d+z)

1 

+ sin(a-f) sin(b-f) sin(c-f) sin(d-f) sin(/ +z)·

D'ou l'on voit que la marche ulterieure de l'operation ne saurait pre­

senter aucun nouvel incident de calcu l et que les resultats se succe­

deront en changeant alternativement de forme comme ci-dessus. 
Donc en generał, suivant que la fraction 

1 

sin(a+z) sin(b+z) sin(c+z) .....

offre dans son denominateur un nombre pair ou impair de facteurs, 

on aura 

(B) 
1 

sin(a+z) sin(b +z) sin(c+z) ..... 
cot(a+z) cot(h+z)

- sin(b-a) sin(c-a) ... + sin(a-b) sin(c-b)
cot (c +z)

+ . ( ) . (b 
' + ··········· sm a-c sm -c; ... 



ou 

(C) 
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1 

sin (a+z) sin (b+z) sin(c+z) ..... 
cosec(a+ z) cosćc(b+z) 

- sin (b- a) sin(c-a) ... + sin (a-b) sin (c-b) ...
cosćc(c+z) 

+ . ( ) . 
b ) 

+ ......... . 
sm a-c sm( -c ...

55 

Ainsi, au moyen de l'une ou de l'autre de ces formules, on obtiendra 

Ja plus simple decomposition de la fraction 

Pdz 
sin (a+z)cos(b-z) cos(z-c) ... ' 

tan dis qu 'en se servant des suivantes 

(D) 
� dz 
� sin(a+z) sin(b+z) sin(c+z) 

= cosec(b-a)"cosec(c-a) ... l sin (a+z) + cosec(a-b) cosec(c-b) ... l sin (b+z) 
+ cosec(a-c) cosec(b-c) ... l sin (c+z) + .....

+c

ou . 

(E) \
dz 

J sin(a+z) sin(b+z) sin(c+z) ..... 
· cosec(b-a) cose� (c-a)· ... l tang atz + cosec (a-b) co�ec(c-b) ... l tang b t z
, , , , c+z 

+ cosec(a-c) cosec(b-c) ... ltang-
'2
- + ... .. 

+c,

dans les memes suppositions que ci-dessus, on determinera immedia­

tement 1 'integrale de toute differentielle de la forme 

dz 
sin(a+z) cos(b�z) cos(z-c) ..... ' 
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Les applications se feront a l'aide des substitutions indiquees a la suite 

de la formule (A). 

Exemple: 

(' dz 

� 

dz Jcos(a+z)cos(b-z)sin(c-z)- . (1t+ +), (1t b+) · ( + ).sm - a z sm - - z sm 1t - c · z 2 2 , 
On ćcrira donc 

(' dz · . . ·(1t ) (1t a+z
)Jcos(a+z)cos(b-z)sin(c-z) = cosec(-b-a)cosec 2-c-a /tang 4+-2-

ce qui donne 

. (1t ) ' (1t b-z)+ cosec ( a+b) cosec 2 -c+b l tang 4 -2-
( 7t) . ( 1t) (1t c-z)+ cosec a+c-- cosec c-b- - l tang - - -

2 , 2 2 2 

+c;

� 
dz , (7t a+z)( + ) (b ) . ( ) = -cosec (b+a) sec (c+a) l tang 4-+ -2-cos a z cos -z sm c-z . 

+ cosec(a+b) sec(c-b) ltang(i- b
2 z) 

+ sec(a+c) sec(b-c) lcot c- z +c.
z 

§ 3. J ntegration de ta differentietle

Pdz 

16. La fraction

Pdz 
sin"'(a + z) cos"(b-z) ..... 
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peut etre integree par_ deux mo-yens essentiellement differents, savoir, 

par decomposition ou par la reduction successive des exposants. 

La decomposition doit ćvidemment etre operee de maniere que les 

fractions partielles definitives pr�nnent les forrnes 

Pdz Pdz 

sin(a +z)' 

Pour cela, on appliquera d'abord la formule (C) au plus grand 

nombre im pair de facteurs distincts. con ten us dans le denominateur de 

Ja fraction 

ł 

et l'on traitera ensuite pareillement chacune des fractions partielles 

jusqu'a. ce qu'il devienne impossible de continuer l'operation. Ce calcul 

est tres-facile; car il n'exige que l'addition des termes identiques au 
fur et a mesure qu'ils se presentent. Et il est clair qu'il conduira a un 

certain nombre de fractions dont les unes fourniront des differentielles 

que nous avons deja integrees, tandis que les autres tomberont dans l'un 

des cas 

ł ł 
sin"' (a + z) sin (b +z)' 

C'est donc de ces dernieres que nous avons a nous occuper actuelle­

ment. 

O. En repetant J'operation

ł oos (a+ z) cos (b + z)
sin (a+z) sin(b+z)- sin(b-a) sin(a+z) + sin(a-b)sin(b+z)'

on trouve 
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ł 

sinm(a + z) sin (b + z)

cos(a+z) . cos(b +z) 
= sin (b-· a) sinm(a + z) 

+ sin (a- b) sinm-t (a + z) sin (b + z)

cos(a+z) cos(a+z)(cosb +z) 
= sin(b -a) sinm(a+z) + s.in(b -a)sin(a-b )sin-- 1(a+ z)

cos2(b+z) + sin2(a-b )sin�-2 (a+z)sin(b+z)'
d'ou l'on conclut 

(F) 
ł 

sinm(a + z) sin (b + z)

cos (a+ z) ( ł cos (b + z) cos2(b + z) 
= sin (b- a) sin"' (a +z)·+ sin (a - b) sin"'- 1 (a + z) + sin2(a - b) sin"'-2(a + z)

+ ..... . cosm-1 (b + z) ).. + smm- 1(a-b)sin(a+z) 
. cos,,.(b + z) + sinm(a 7 b) sin (b + z)'

on' I' e�pos"ant �·_pe'ut etre. indifferement pair ou im pair ..
· Lorsqu'on se sert de 'fa decomp·osition simplifiee

cos(k+z)· · _ ł 
_sin (k + z) si[\ (i+ ż) - sin (i-5) sin (k + z) sin(i-k) sin(i + z)'

·cos(i-k) 

on obtient deux foymules applicables respectivement aux valeurs paires 
et impaires de m. Il vie1_1t · 

ł 

sin2 (a + z) sin (b + z)

cos�a + z) . �... cos (b + z) 

= sin (b-a) �in2(a +z) + sin (a-b) sin (a+ z) sin (b + z)

��+rj ��-aj ł .
= sin (lr-:a) sin2(a + ·z-) - sin2 {b-a)·sin (a+ z) 

+ sin2 (b-a) sin (b +.z)'
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2· 

1 

sin 3(a + z) sin(b + z)

cos (a+ z)
- -----'---'---'--

cos (b-a) 1 
sin 2 (b-a) sin 2 (a+z) + sin 2(b-a) sin (a+z) sin (b+z)

3• 

sin (b-a) sin 8(a+z)
cos (a+ z) cos (b-a) cos (a+ z) 

sin (b-a) sin 3 (a+z) sin 2(b-a) sin 2(a+z) + sin 8(b-a) sin (a+z)

cos(b+z) 
sin 8 (b- a) sin (b + z)'

1
sin"(a + z) sin (b + z)

_ cos(a + z) cos (b-a) cos (a+ z) 
- sin (b-a)sin"(a+z) sin 2(b-a)sin 8 (a+ z) + sin3(b-a)sin 2 (a+z)

cos(b+z)
sin 3(b - a) sin (a+ z) sin (b + z)

cos (a+ z) cos (b - a) cos (a+ z)
- sin (b- a) sin4(a + z) sin 2(b - a) sin 8 (a +z) + sin 3(b- a) sin 2 (a + z)

cos (b-a) 1 .
sin"(b-a)sin(a+z) + sin"(b - a)sin (b+z)'

et ainsi de suite. On aura donc 

(G) 
1 

sin'"(a + z) sin (ó + z)

5!1 

cos (a + z) cos (b :-- a) cos (a + z)

in (b - a) sin '" (a + z) si_n 2(b - a) sin m-1 (a+ z) + sin8 {b-a) sinm-t(a + z)

cos (b- a) _ cos(b-a) + 1 
sin"(b-a) sin m-s(a+z) + ····· sin m(b-a-) sin(a+z) sin m(b-a) sin(b+z)'

si m est pair, ou 

(H) 
1

sin m (a + z) sin (b + z)

cos(a+z) cos(b-a)
= sin(b -a)sin "'(a+ z)- sin2(b-a}sin m- 1(a+z) + ... _ ..

cos (a+ z)+ sin m(b - a) sin (a+ z)

cos (b + z)

sinm(b- a)sin (b +z)'
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si m est impair. 

18. Il n'est pas plus difficile d'etablir une formule generale qui donne
la decomposition de la fraction 

1 

Quand, a l'aide de celle (F), on decompose successivement 

1 1 

on trouve, en ajoutat1t simplement les termes identiques, 

(I) 
i 

cos"(a--\-z) 
( 

1 n cos (b + z) n(n--\-1) cos2 (b + z) 
= sintt(b-a) sinm (a+z) + sin (a-b) sinm- 1 (a+z) + � sin2 (a-b) sinm-2(a+z)

+ 
..... + 

m(m--\-1) ... (m+n-2) cosm- 1 (b --\-z) 
) 1.2 ... (n-1) sinm- 1 (a- b) sin (a+ z) 

cosm(b+z) 
( 

1 m cos (a--\-z) m(m+n cos2 (a+ z) 
+ sin'"(a-b) sinn (b--\-z) + sin(b-a) sinn- 1 (b+z) + 1.2 sin2 (b-a}sin"-2 (b--\-z)

n(n +·I) ... (n +m-2) cos"- 1 (a+ z) 
) + ..... + 1.2 ... (m-1) sin"- 1 (b -a)�in(b--\-z).·

Mais ce resultat, ainsi que celui (F) dont il derive, ne compensent pas 
par Jeur generalite les inconvenients que presente leur application. Les 

fractions partielles qu'ils fournissent exigent une transformation de 

leurs numeratęurs ; et ce calcul etant effectue, la decomposition est loin 

d'offrir l'expression la plus simple dont elle est susceptible. 

En consequence, semblablement a ce qui a ete fait ci-dessus, nous 

avons cherche a etablir des formules particulieres repondant aux diffe­
rentes combinaisons qu'admettent les valeurs des exposants m et n dans 

la fraction 
1 

sinm (a+ z) sin n (b + z)·
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A cet effet, nous decomposons cette fraction dans les suppositions suc­

_cessives n=2; n=3, ... -en nous servant tour a tour des formules

(G) et (H), et ayant soin de faire

cos (k + z) 1 
sin (k + z) sin (i+ z) - sin (i- k) sin (a + z) 

cos (i-k) 
sin ((-k) sin (i+ z)

toutes les fois que le cas se presente. Et pour separer les coefficienls 

numeriques qui ne suivent pas une meme łoi, nous ecrivons les resultals 

comme il suit : 

sinm(a + z) sin8 (b + z)

cos(a+z) 
( 

1 2 3 
') = sin3 (b-a) sinm(a+z) + sin2(b-a) sinm-2(a+z) + sin'·(b-a)sin"H(a+z) + ··· 

3cos(b-a) 
( 

1 2 3 
)

-
sin4(b-a) sinm- 1(a+z) + sin2(b�a)sin"'-3 (a+z) + sin4(b-a)sinm··•(a+z) 

+ 
... 

4cos'(b-a)cos(a+z) 
( 

1 3 6 
)+ sin5(b-a) sinm-2(a+z) + sin2(b-a)sinm-4(a+z) + sin4 (b-a)sinm- 6(a+z) + ... 

4cos3(b-a) 
( 

1 · 3 6 
)

-
sin6(b-a) sinm- 3(a+z) + sin2(b-a)sinm-n(a+z) ! sin4(b-a)sinm-7 (a+z) + '," 

+ V,

1 

sinm (a + z) sin 4(b + z) 

ł 
( 

ł . 2 3 
") =-sin4(b-a) sinm (a+z) + sin2(b-a) sinm-2 (a+z) + sin4(b-a) sin"'-4(a+z) + ... 

4cos(b-a)cos(a+z) 
( 

1 3 6 
)

-
sin5(b-a) sinm-1(a+z) + sin2(b-a)sinm-s(a+z) 

+ sin4(b-a)sinm-s(a+z) + ... 

8cos2 (b-a) 
( 

1 3 6 
)+ sin6(b-a) sin"'- 2 (a+z) 

+ 
sin2(b-a)sinm-4(a+z) + sin4(b-a)sin"•··6(a+z) + 

··· 

8cos3(b-a)cos(a+z) 
( 

ł 4 10 
)

-
sin 7 (b-a) sin".-3(a+z) + sin2(b-a)sinm-5(a+z) + sin4(b-a)sinm-7(a+z) + ... 

8cos4(b-a) 
( 

1 4 10 
)+ sin8 (b-a) sinm-4(a+z) + sin2 (b-a)sinm- 6(a+z) + sin4(b-a)sin'"-8(a+z) + ... 

+ v1'

6 
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1 sin"' (a + z) sin6 (h + z)

cos(a+z) ( 1 3 · 6 
)= sin6 (b-a) sin"'(a+z) + sin2(b-a)sin"1-2(a+z) + sin4(h-a)sin"'-4(a+z) + ··· 

5cos(h-a) ( 1 3 6 
) - sin6(h-a) sin111

-

1(a+z) + sin2(h-a)sin-3 (a+z) + sin•(b-a)sin-5(a+z) + · ·· 
+ 12cos2(�-a)cos(a+z)( . 1 + . � + . 1? + ... )sm7(b-a) sm"'-'(a+z) sm'(h-a)smm--•(a+z) sm•(b-a)sm"'-6(a+z) 

20cos8(h-a) ( 1 · 4 10 + )- sin8 (b-a) sin"'-3(a+z) + sin2(h-a)sin"'-5(a+z) + sin4(b-a)sinm-7(a+z) ··· 
ł6cos4(h-a)cos(a+z) ( 1 5 ł5 

+ .. ·) + sin9(h-a) sin" ... 4(a+z) + sin�(h-a)sin,,._6 (a+z) + sin4(h-a)sin"'-8 (a+z) 
16cos5(h-a) ( 1 5 15 )- sin 10(b-a) sin",-,(a+z) + sin2(h-a)sinm-7(a+z) + sin•(b-a)sin-9(a+z) + ... 

+ V2,

ou V, V1 , V
2 

representent les expressions qui contiennent les puissances 

consecutives de la fraction 

1 sin (b+z)' 
et <lont les coefficients dependent de la valeur de m.

Par un tel rangement de termes, la łoi des suites horizontales et la 
maniere <lont elles se succedent, suivant que l'exposant de sin(b+z) 
est pair ou im pair, deviennent manif estes ; et il ne res te plus qu 'a trouver 

la derivation des coefficients 

1, 3, 4, 4 ' 

1, 4, 8, 8, 8, 

ł, . 5, 12, 20, 16, 16, 
que comportent les facteurs communs a tous les termes d'une suite. 

Designons par 
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ł, A, 

ł, A1,
ł, A

2 ,

B, 

Bi,
B!,

c, 

c1,
C

2, 

. . 

D, E, F ' ..... ,

Di, E1, Fi, ..... ,

D2, E2, F2, ..... '

. • .

ces coefficients dans les decompositions des fractions 

1 
siu"'(a + z) sinn(h +z)'

ł 1 

sin"'(a + z) sin"-1(h +z)' sin"'(a + z) sin"-1 (h +z)'

On voit par les resultats ci-dessus qu'ils offriront les relations 

A= A1 + 1,
B =BI + A l + 1, 

C = C1 + Bu 

D = D1 + C1 + Bu 

E = E1 + D1 , 

F = F1 + E1 + Du 

. . . .. . ' . . . ' 

si n est pair, ou les suivantes 

A= A1 + 1,
B = B1 + A1 , 

c = c1 + B1 + A 1 1 

D = D 1 + C 1 , 

E = E1 + D1 + Ci , 

F =F
I + Ei , 

., 

si n est im pair. Or, on a toujours 

A= n.

45 
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Maintenant, pour la dćtermination du coefficient B dans l'hypothese 
n= 2 i, on a les equations 

B =BI+ Al+ 1, 

BI = 82 + A2, 
B

2 
= Ba + As + 1, 

8s=84+A4,

., 

qui donnent par substitution 

B = A 1 + 1 + A2 + A 3 + ,1 + A4 + A 5 + 1 + ..... 

Don-3, puisque A,=n-1, A,=n-2, A8 =n-3, ... on conclut 

B =n+ 2(n - 2) + 2(n - --i)+ 2(n - 6-) + ···:·

et un calcul entierement semblable donne 

8 = 2(n-1) + 2(n - 3) + 2(n -5) + 2(n - 7) + ..... , 

lorsqu'on part de l'hypothese n= 2 i+ 1. 

Ensuite comme, supposant n= 2 i, 

il vient 

ou l'on a evidemment 

C = C
1 
+ 8

1
, 

c1 = c2 + 82 + A 1 , 

C2 = Cs + Ba, 

Cs = C
4 

+ B
4 

+ Ap 

. . . . . . . . . . . . , 



INTEGRATION DES FONCTIONS GONIOMETRIQUES. 

B1 = 2(n -2) + 2(n - 4) + 2(n - 6) + 2(n- 8) + .... :,

B2 
= n - 2 + 2(n - 4) + 2(n - 6) + 2(n - 8) + ..... ,

A 2 = 
n - 2, 

B
3 
= 2(n - 4) + 2(n - 6) + 2(n -8) + 2(n - 10) + ..... ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ;

et l'on trouve ainsi 

C = 4(n -2) + 8(n - 4) + 12(n -6) + 16(n - 8) ..... 

En operant de cette maniere nous obtenons pour n= 2·i, 

A=n 
B =n+2(n-2)+2(n-4)+2(n-6)+ ..... , 

C =4(n-2)+ 8(n-4) + 12(n-6) + 16(n-8) + ..... , 
D-=4(n-2) +rn(n-4) + 36(n-6) + 64(n-8)+ ..... , 
E= 16(n-4) + 64(n- 6) + 160(n--8) + 320(n-10) + ..... , 
. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . � . 

ęt pour n= 2i + 1, 

A=n, 
B =2(n-1) +2(n-3) + 2(n-5) + 2(n-7) + ..... , 

.. 

C =2(n'-1)+6(n-3) + 10(n-5) + 14(n-7) + .. .. , 
D= 8(n-3) + 24(n-5) +48(n-'7) + 80(n-9) + ..... , 
E=8(n-3) + 40(n- 5) +112(n-7)+240(n-9) + ..... , 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ; 

mais on peut mettre sous la meme forme les deux suites qui e�priment 

un meme coefficient dans ce$ differentes suppositions. En effet 

B=n + 2(n-2) +2(n-4)_+2(n-6) + ..... 
=(n+n-2) + (n --:- 2 +n-4)+(n-4+n-6) + ..... 
=2(n-,1) + 2(n-3) + 2(n-5) +2(n-7) + ..... , 
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C=2(n-1)+6(n-3) + 10(n/-5) + U(n-7) + ... .. 

=(2(n-1) +2(n-3}) + (4(n-3) + 4(n-5)) + .... . 

=4(n-2} +s(n-4) +12(n-6) + 16(n-8) + ..... , 

D=4(n-2)+16(n-4) + 36(n-6) + 64(n-8) + .... . 

=(4(n-2)+4(n-4)} + (12(n-4) + 12(n-6)) + .... . 

=8(n-3) + 24(n-5)+48(n-7) + 80(n-9) + .... . 

. . . . . 
. ' 

On aura donc, quel que soit n, pair ou im pair, 

A=n, 

B=2((n-1)+(n-3)+ (n-5) + (n ...:..7) + ..... ), 

C =2 2((n-2) + 2(n-4} + 3(n-6) + 4(n-8) + ..... ), 

D =2 3((n-3) +3(n-5) + 6(n-7) + 10(n-9) + ..... ), 

et generalement 

T=2'((n-t)+t(n-t-2)+ t(\�
1
) (n-t-4)+ . . .  + U),

U designant le dernier terme positif. 
Quand on prend les sommes de ces suites et qu'on y change n en m,

on retrouv:e les coefficients de la seconde partie de la decomposition tels 
qu'ils resultent directement du calcul, mais dont on ne saisit pas alors 
facilement la łoi. 

Nous pouvons donc maintenant ecrire les formules cherchees. 
Pour ne pas compliquer les coefficients, nous ne rangerons pas les 

- . I .  d 1 t 1 termes suivant es pmssances e . ( + ) e . (b+ ).sm a z . sm z 
Or, on sait a priori que le calcul est termine lorsqu'on a assemhle 

les facteurs appartenant aux preinieres puissances d_e ces fractions. On
peut donc se dispenser d'ecrire les expressions finales des deux par­
ties de la composition. Et, comme ces dernieres prennent des formes 

I 
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differentes suivant que m > n, m < n ou m = n, en les supprimant, 

nous diminuons de la moitie le nombre de formules necessaires pour 

definir tous les cas qni peuvent s'offrir. Il suffit alors d'etablir les trois 

suivantes : 
1 ° Soient m=2k, n =2 i. 

On aura 

(K) 
1 

ł 
( 

1 i 
= sin" (b- a) sinm (a + z) + sin2 (b - a) sinm-2 (a + z)

i(i+1) . k(k+1) ... (k+ i-2) 
) + 1.2sin•(b-a) sinm-4 (a+z) + ··· + 1.2 ... (i-1) sinm-2(b-a) sin2 (a+.:-:) 

ncos(b-a) cos (a + z) 
( 

1 i+ 1 · 
- sinn+1 (b- a) sinm- 1 (ą + z) 

+ sin2 (b - a) sin"'-3 (a + z)

k(k+ł) ... (k+i-1) 
) 

+ ····· + 1.2 ... i sin"'-2 (b-a) sin (a+ z 
' cos2(b-a) 

( 
1 z+1 + 2((n-ł)+_(n-3)+(n-o)+ ... +ł) sinn+2(b-a) sinm--2(a+z) + sin2(b-a)sinm-•(a+z).

+ ..... + 
(k�ł)k •. (k+i-2) 

) 1.2 ... zsm-4(b- a) sin2 (a + z) 

- 22((n-2)+2(n-4)+ 3 (n-6)+ ... + (i-1)2) coss

(�-a) cos(a+z)
(

. 1 
. smn+s (b-a) sm"'-3 (a+z) 

i+2 (k-ł)k ... (k+i-1) , 
) 

+ 
sin2(b-a) sinm-b(a+z) + ··· + 1.2 ... (i+ł) sin••-•(b-a) sin (a+z) 

+ 2s 

((n - 3) + 3(n-5) + 6 (n-7) + .
.. + (

i-ł)i) .c.os•(b-a) (
.

, 
1 

t.2 smn+ 4(b -a) sm••-•(a + z)
i+2 - (k-2) (k-1) ... (k+i-2) + sin2(b-a) sin"'-6(a+z) + ..... + 1.2 ... (i+ł) sin,,._6(b-a) sin'(a+z)

· 1
( 

ł k 
+ sinm (a- b) sin"(b + z) + sin2(a-b )sinn-2(b +z)

k(k + 1) i(i" + ł) ... (i+ k-·2) 
) 

+ 1.2 sin4 (a-b) sinn · 4 (b+z) + , .
.
.. + 1.2 ... (k-ł) sinn-2 (a-b) sin2 (b+z) 
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2 ° Soient maintenant m = 2 k + 1, n = 2 i + 1. 

On aura 

(L) 
ł 

cos(a+z) 
( 

1 i+ I 
= sin"(b-a) sinm(a+z) + sin2 (b-a) sin''.-2(a+zJ

(ż+·l)(i+2) ,(k+ł)(k+2) ... (lc+iJ 
)+ 1.2 sin4(b-a) sinm-•(a+z) + ... 

+ 
1. 2 ... isinm - 1 (b-a) sin (a+z) 

ncos(b-a) 
( 

1 (i+ 1) 
-sinn+ 1 (b-a) sinm - 1 (a

+
z) + sin2(b-"a) sin",-3(a+ z)

. . k (k+1) ... (k+i- i) 
) 

+ · ' · · · · · · · · · · · · · · .+ 1. 2 ... i sinm-s(b-a) sin2(a+z) 
· cos2 (b-a) cos (a+ z)

( 
i 

+ 2 (n-1) + (n-3) + (n-5) + ... +2) . t+•(b ) . m - 2( + )sm• - -a sm a z 

i+2 k(k+1). .. (k+i) 
)+ sin2 (b-a) si�m-• (a+z) +. · 

.+ 1.2 . .. (i+1) sin•n- 3(b-a) sin(a+z) 

· . · cos3(b-a) 
( 

· 1
+ 22((n-2) +2 (n-4)+3(n-6) + ... +i) . n+s(b ) · m s( + )· . sm -a sm - a z 

i+2 (k-1)k .. . (k-i-1) 
) + sin2 (b-a) sin",-5(a+z) + ··· + 1.2 .. . (i+1)sinm - 0 (b-a)sin2 (a+z) 

8 ( � (i-1 )i 
) 

cos•(b-a) cos(a+z) 
( 

1 + 2 (n-3)+ 3(n-.:>)+�(n-7)+ ... + -1 2 
2 . · (b ) · ·( + ). sm"+ -a smm- a z 

• e ' ' � • o • • o ' • ' o o � ł I o o o 

cos (b + z) 
( 

1 k + 1 
+ sinm (a -b) sin"(b+z) + sin2(a.......:b)sin"- 2(b+z) 

(lc+1) (k +2) (i+1)(i+2J ... (i+lc) 
)+ 1.2 sin•(a-b) sin"-"(b+z) + ·· + 1.2 ... k sin"-1(a-h) sin (b+z) 

3° Soient enfin m, 2k, n= 2 i+ 1. 
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On aura 

(M) 
ł 

cos (a + z) 
( 

1 i+ 1 
= sinn(b-a) sinm (a + z) + sin2(b-a) sin",- 2 (a + z) 
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(i+1)(i + 2) k(k+ł) ... (k+ i- 1) 
)+ 1 .2 sin4 (b-a) sinm-4 (a+z) + ... + 1.2 ... i sinm-2 (b-a) sin2 (a+z) 

n cos ( b - a) 
( 

1 i + ł 
- sinn+ 1 (b-a) sinm- 1 (a + z) + sin,(b-a)sin,,,- 3(a+z) 

k(k + 1) ... (k+i-1) 
)+ ..... + 1.2 ... i sinm -2 (b - a) sin (a + z) 

+ 2 ((n- i)+ (n-a) + (n-o)+ ... + 2) 
cos2 (�-a) cos(a + z) 

(. 
1 

smn+2 (b- a) smm-2 (a + z)

i + 2 '(k - 1 )k ... (k + i - 1) 
) 

+ sin2(b-a) sinm-4 (a+z) + ... + 1.2 ... (i+ł) sinm-4 (b-a) sin2 (a+z) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ... . . . . . . . . . . 

1 
( 

1 k 
+ sinm (a - b) sinn(b + z) + sin'(a-b).sin"-2 (b+z) 

k(li+1) (i+1)(i+ 2) ... (i+ k---=-1) 
)+ ł.2 sin4 (a-b) sinn-4(b+z) + ... + ł.2 ... (k-ł) sinn- 1 (a-b) sin (b+z) 

mcos(a-b)cos(b + z)'
( 

1 · · k+ ł -
sium+i (a -b) sinn- 1 (b + z)

+ sin2 (a - b) sinn-3 (b + z) 

· i(i+1) ... (i+k--1) 
)+ " .. · + ł.2 ... k sinn-3 (a - b) sin' (b + z) 

( ) 
cos2 (a- b) 

( 
ł . 

+ 2 (m- 1) + (m-3) + (m-5) + ... +1) . +2( b) . 
2(b+)smm a - smn- z 

k + i i(i + 1) ... (i+ k-1) 
)+ sin2 (a - b) sin-4 (b + z) + ... + ł.2 ... k sinn-3 sin (b + z) 

Dan� les deux premieres de ces formules, les deux parties de la de,.. 

composition suivent la meme łoi. Dans la troisieme, la premiere partie 

procede comme la formule (L), et la seconde , comme celle (K), a l'ex­

ception toutefois des derniers termes des suites horizontales. Mais en 

7 



30 INTEGRATION DES FONCTIONS GONlOMETRIQUES. 

generał, dans ces suites, il suffit de connaitre le coefficient du second 
terme; car les suivants sont donnes par la serie 

et, par les valeurs des exposants met n, on sait ou l'on doit s'arrete·r. 
Hatons-nous de constater l'utilite de ces formules. 
Conformement a la formule generale (l), on a 

ł sin 3(a + z) sin! (b + z)

__ cos2(a + z) ( 1 _ 2 cos (b + z) ;3 cos2 (b + z) ) - sin2 (b - a) śin3(a + z) + sin (a - b) sin2 (a+ z) + sin2 (a - b) sin (a+ z) 

cos3(b + z) ( 1 3 cos (a+ z) 

) + sin3(a-b) sin2 (b + z) 
+·sin (b-a) sin (b + z) ;

et, apres la transformation des numerateurs, il vient 
1 sin3 (a+ z) sin2 (b + z)

cos! (a+ z) 2 ąos (b -a) cos3 (a+ z) 2 cos! (a+ z)sin 2 (b -a) sin 3 (a+ z) - sin 3 (b -a) sin 2 (a+ z) + sin2 (b - a) sin (a+ z)

+ 
3cos2(b-a)cos4(a+z) _ 6cos(b-a)cos3 (a+z) + 3cos!(a+ z)sin(a+z)sin 4 (b -a) sin (a+ z) sin 3 (b - a) sin2 (b- a)

cos8 (b + z) 3 cos (a - b) cos4 (b + z) 3 cos8 (b + z) 
+ sin 3 (a-b)sin'(b+z)- sin 4(b-a)sin(b+..-) + ·sin3 (a-b);

tandis que la formule (M) donne immediatement 
1 sin3 (a+ z) sin 2 (b + z)

1 2 cos (b °- a) cos (a+ z) 1 + 2 cos2 (b- a) - -si-n'-(b---a-) s-in-3-(a_+_z) - sin8(b - a) sin 2 (a + z) + sin 4 (b-a) sin (a +z)

+ . cos (�+z) 3 cos (a - b)sin 3 (a - b) sin2 (b + z) sin4 (a -b) sin (b +z)· 
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_ 19. Un autre des deux moyens dont on peut se servir pour effectu er 
l' operation 

� 
Pdz 

sin"' (a+z) cos"(b-z) ..... '

consiste a reduire par des integrations successives les exposants m, n ...

· de telle sorte gu' en dernier lieu on ait a determiner des integrales
traitees dans ce qui precede.

Pour y parvenir, on peut operer de differentes manieres. Le procede

que nous indiquons offre l'avantage d'etre fonde sur l'application d'une
se ule formule. Il sem ble meme etre le plus expćditif.

Representons maintenant par 

Pdz 

cos
"'

(a + z) cos"(b + z) cos"(c +z) .. ..

la fraction qu'il s'agit d'integrer; et nous amons a considerer les diffe­
rentielles 

dz 

cos"' (a + z) cos"(b +z) .... .'
cos� zdz 

cos"' (a + z) cos"(b +z) ..... '

Le cas le plus simple est celui 

On obtient successivement 

I 

sina. 
zdz 

cos"' (a + z) cos"(b +z) ..... '
sin Y z cos6 

zdz 

cos"' (a + z) cos"(b +z) .....
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{' dz J cos"'(a+z)cosn(b +z) 
1 {' sin(a+z)dz 1 . (' sin(b+z)dz - sin (a-b) J cos"'(a + z)cosn-1 (b+ z) sin(a-b) J cosm-- 1 (a +z)cosn (b+z)

1 m+n-2 1 sin(b+z)dz . (m-i )sin(a-b)cos"'-1 (a+z)cosn-1 (b+z) (m-ł )sin(a-b)Jcos"'- 1(a+z)cosn(b+z)' 
et, corńme en vertu de la decompqsition 

cos(k+z) 1 sin(k +z)sin(i +z) - sin(i-k) sin(a+z) 
<lont nous faisons frequemment u�age, on a 

cos(i-k) sin(i-k) sin(i+z)' 

sin(b+z)dz cos(a-b)dz sin(a-b)cos"'- 1 (a +z)cos"-1 (b +z) 
dz sin(a-b) cosm-2(a + z)cos"(b+z)' 

on conclut 

(N) � dz 
1 

- ----·----------(m-1) sin(a-b)cosm-- 1 (a+ z) cos"-1 (b + z)

- m+n-2 (cos(a-b)I d1: (m-1) sin2(a-bJ J cos"'- 1(a+z)cos"- 1 (b + z)

- � cos"'-2(a+!;cosn (b + z))·
Cette formule conduira a

{' dz J cosi(b + z) ' 
� dz� cos(a +z)cos"(b+ z); 

et par suite, si k> 1, on continuera de l'appliquer a la reduction de cet 
exposant, jusqu'a ce qu'on parvienne a 
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Passons a l'integrale 

r . dz 
- J cos (b + z) cos(a + z) 

(' dz 
J cos(a +z)" 

(' dz
J cosm(a+z)cos"(b+z)cosP(c+z)' 

SS 

Er:i integra\1t par parties le premier terrne du second membre de 
l'equation 

\ dz 
· J cos"'(a + z)cos"(b+z)cosP (c+z) 

1 · (' 
· 

. sin(a+z)d:Z
- sin(a-b) J cosm(a +.z)cosn-1(b + z) cosP (c + z) 

on trouve 

. _ ł (' sin(b+ z)dz 
sin(a-b) J cosm- 1(a + z)cos"(b + z) cosP(c +z)'

· · ' dz 
� c;s"' (a + z) cos"(b + Ż) cosP(c + z)

ł 
(m-1) sin(a-b)cos"H(a + z)cos"- 1(b +z)cosP(c+z) 

' ' 

m+n-2 (' sjn(b+z)dz 
- (m-1) sin(a-h) J cosm-1(a + z)cos"(b + z)cosP(c+z) 

· · p f' sin(c+z)dz 
- (m-.ł)sin(a- bJ J cosm- 1 (a+z)cos"-1 (b+z)cos1>+ 1(c +z);

et lorsqu'on dęcompose comme precedemment les deux fractions sous 
]es signe_s, la premier� p�r rap port aux facteurs cos (a+ z), cos (b +z),

et la seconde par rapport a: ceux· cos(a+z), cos(c+z), on obtient 
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r dz
j cos"'(a + z) cosn(b + z) cosP(c + z) 

-·[(m+n-2)cot(a-b)+pcotla-c)] l dz 
_ ' J cos"'- 1 (a + z)cos"-1(o + z)cosP(c + z)

m+n-2 ( dz_ 
+ sin (a-b) j cos"'-2(a + z) cos"(b + z) cosP (c + z) 

p r . dz . 
)+ sin(a-c) j cos"'- 2(a+z)cosn- 1(b +z)cos!>+ 1 (c+z) 

Les appJications successives de cette formule se feront comme il suit : 
On reduira d' ab ord a m = O ou m = 1, I' exposant m. Et , p1,Iisque les

termes restant a integrer, q_ans lesquelles m= O, rentrent dans les 
integrales que nous avons deja traitees, on aura ulterieurement a operer 
sur des expressions telles que 

r dz
j cos(a + z) cosk(b + z)cosi(c +z)· 

Alors, dans la formule ci-dessus, on ecrira cosk (b + z) a la place de 
cosm (a+ z), et cos (a+z) a la place de cosn (b+z),; ce qui donne 

r dz 
j cosk(b + z)cos(a + z)cos'(c + z) 

-1 
( 

1 
- (k-1)sin(b-a) cosk---l(b +z)cos\c + z)

-[c1c-1Jcot(b-a)+icot(b-c)JS k 1 6 dr - i' j cos - ( :+z cos'(c+z 
k-1 l dz 

+ sin(b-a) j cosk-2(b + .i.)cos(a + z) cosi(c + z)
i r · di ) 

+-sin(b-c) j cosk-2(b+ z)cos;+i(c+z) 

Ecartant de nouveau les termes ou m =0, on appliquera la formule 
a l'integrale 
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r dz 
J cosk-2(b + z)cos (a+ z) cos1(c +z)' 

qui donn.era la suivante 

r dz 
J cosk-•(b + e) cos(a + z) cos1 (c + z) 

pour l'operation ulterieure. On parviendra donc ainsi a 

ou 

r dz 
J cos(a + z) cos;(c + z)

� 
dz 

cos(b + z) cos(a + 11:) cos;(c +z)' 

5S 

suivant que le nombre k sera pair ou impair. Et dans ce dernier cas, on 
repetera sur 

r . dz 
J cos\c + z) cos(b + z) cos(a + z) 

une operation absolument semblable jusqu'a ce que l'integrale qui 
conserve cette forme devienne 

ou 

r dz 
J cos(b+z)cos (a+z) 

r dz 
J cos(c+z)cos(b+z)cos(a+z)" 

Les autres reductions et les integrations finales s'effectueront par les­
formules respectives etablies dans ce qui precede. 

On observera que la formule (0), en diminuant l' exposant m, fait 
croitre celui p. Pour eviter ceci, il suffirait de remplacer son dernier 
terme par le second membre de l'equation 
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(' dz 
J cosv+1 (c + z)cosm---2 (a + z) cosn-1 {6 + z) 

_1_( 1

- psin(c-a) cosP(c + z) cosm-3 (a + z) cosn-1 (b + z) 

� dz 
- [(p+m-3)cot(c-a)+(n-1)cot(c-b)] , P( + ) m-3( + ) n-i(b+ )COS C Z COS a Z COS Z 

n -1 (' dz . 
) ·

+ 
sin(c-b)J cosv-1 (c+z)cosm-s(a+z)cos"(b+.;) ; 

mais la nouvelle formule ainsi obtenue serait d'une · application moins · 
commode. 

Pour un nombre quelconque de facteurs dans le denominateu·r d'une 
fraction de ce genre, on trouve 

(P) (' 'dz • 
J cos"'(a + z) cos .. (b + z)cosP(c + z) cosą(d +z) ...

1 ( , · f . 
= (m-1) sin(a- b) cosm-1(a + z) cosn-t(b + z;cosP(c + z) cosą (d + z) .. :· 

-[(m,+n-2) cot(a-,-b) + pcot(a-c) 
. . 

+ qcot(a-d) + ... ]� cosm-t(a+z)cos� 1 (�+:i:osP (c+z)cos;(d+z): 
+ m +n:- 2 (' dz . .. 

sin(a-b) J cosm-2(a+z)cos"(b+z)cosP(c+z)ccsą(d +z.) ... 

p (' dz· · . 
+ sin(a -c) J cos"'-2(a + !) cosn-1 (6 + z) cosv+ 1.(c + z) cosą (d + z).· .. . 

q · (' dz· .. 
+ sin(a - d) J cos"'- 2 (a + z)cos"-1(b + z)cosP(c + z)cosą+ 1 (c +z) ...
+ .... ............ • ... ,,, ..... .. ·. 

et par la forme seule de cette expression, on voit que les ,indications 
· donnees relativement a l'usage de la formule (0) doivent '6tre suivie.s

generalement.
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Il 

-

La reduction qui nous occupe peut etre effectuee par un meme pro-
cede dans les trois fractions 

cos�zdz sin Y z sin° zdz 
cosm(a+z) cos"(b+z) ... ' cosm(a+z) cos"(b+z) ... ' 

On commencera par rapporter sinz, cosz a l'arc a+ z. Si, dans le 
denorninateur d'une fraction obtenue par cette operation, cos (a +z) 

venait a disparaitre et que, dans son numerateur on eut sin'l1 (a+ z), 

cos0 (a+ z), ou sinP (a + z) cosĘ (a+ z), on rapporterait de nouveau ce 
dernier a l'arc b + z. De cette maniere on parviendra toujours a un 
resultat dans lequel toutes les differentielles fractionnaires seront de 
la forme 

Adz 
cosm _(a + z) cos"(b + z) ... ' 

ou 

A ·et B designant des constantes. Or, lorsque dans 

on remplace sin" (a+z) par (1-cos2 (a+ z))' ou par (1-cos2 (a +z))' x

sin (a+ z), suivant que o:= 2 r ou o:= 2 r + _1, le binóme etant de­
veloppe, on a des fractions comme 

dz sin (a·+ z)dz . 
cosm(a + z) cos"(b +z) ... ' cosm(a + z) cos"(b +z) ... ' 

et l'on peut en obtenir aussi qui n'auront plus cos(a+z) dans leurs 
denominateurs. 

8 
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Aux integrales 

r dz 
J cosm (a + z) cos"(b +z) ... ' 

� 
sin (a+ z)dz , 

b � 
dz --,----,--',-----,-= cosec (a - ) ----------

cosm (a + z) cos"(b +z)... cosm (a + z) cosn-1 (b +z) ... 

- cot (a - b) r dz 
J cos"'- 1 (a+ z) cos"(b +z) ••. ' 

on appliquera immediatement la formule (P). Et quant aux fractions 

dont il y aurait iieu de transformer de nouveau les numerateurs, il est 

evident que l'operation conduii:a encore a

Adz B sin�(b + z)dz 
cosn (b + z) cosP (c +z) .. ,' cos"(b + z)cosP (c +z) ... ' 

et que ces resultats contiendront deja dans leurs denominateurs moins 

de facteurs que la differentielle donnee 

Pdz 

Ainsi, en operant comme il vient d'etre dit, on effectuera au moyen 
de la formule unique (P) , la reduction des exposants dans toute m­

tegrale de la forme 

Les identites 

\ Pdz 
J sinm (a + z) cosn (b -z) ... · 

sin (a+ z)= cós (a+ z - i), 

sin (a-z)= cos (� - a+ z), 

cos(a-z) = cos (z - a), 

serviront aux applications de cette formule. 
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20. Determinons maintenant par les deux methodes differentes

l'integrale 

On a 

C cos (b + z)dz
J sin2 (b + z) sin8(g-z)' 

C cos (b + z)dz
J sin2 (b + z) sin8 (g - z)

et en posan t 

r dz 
� 

dz 
Jsin(b+z)sin8 (g-z)-

3 (n +) (b+. n) cos - - g z cos z --
2 2 

(' dz 
� 

dz 
Jsin2(b+z)sin2 (g-z)- 2(

b+ n) 2
(
1t 

+)
'cos z - - cos - - g z 

2 2 

on obtient par la formule (P) 

(' dz ł 
J sin (b + z) sin8 (g-z) -2 sin (b + g) sin2 (g-z)

cos (b + g) C dz 1 C dz+ sin2 (b + g) J sin2(g-z) + sin2 (b+ g) J sin(g-z) sin (b + 

c 
dz. 1 

J sin2 (b +z) sin2 (g-z) = - sin (b + g) sin (b + z) sin (g-z)

2 cos (b + g) C dz 2 C dz 
+ sin2 (b + g) J sin (b + z) sin (g-z) + sin2 (b + g) J sin2 (g-z)'

On aura donc 
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(' cos (b + z)dz
J sin2 (b + z) sin 8 (g-z)

cot(b+g) 1 
- 2sin (b+ g) sin2(g-z) sin2(b + g) sin (b +z) sin (g-z)

2 + cos 2 (b + g) (' dz 3 cot(b + g) (' dz • +
sin8(b + g) J sin 2 (g-z) + sin 2(b + g) J sin (b + z) sin (g - z)'

et, en definitive, 

(' cos (b + z)dz
J sin 2 (b + �) sin 8 (g - z)

_ cot(b+g) 1 
- 2 sin (b+ g) sin 2 (g-z) - sin 2(b +-g)-s-in_(_b_+_z_)- si-n-(g---z)

+ 
(2 + cos 2(b + g)) cot (g-z) 

+ 
3 cot (b + g) l sin (b.+ z)

sin8(b+g) sin 8(b+g) sin(g-z) 

+c.

Pour operer par decomposition, on peut d'abord appliq,uer la for­

mule (M) a la fraction 

ce qui donne 

1 

sin2(b.+ z) sin 8(g-z) 

_ 1 2cos(b+g)cos(g-z) 1 +2cos 2(b+ g) 
- sin 2(b + g) sin 8(g-z) 

+ 
sin 8(b+g) sin 2(g-z) 

+ sin4 (b+g)sin(g-z)

cos(b+z) 3cos(b+g) . + sin3(b+g)sin 2(b+z) + 
sin'(b+g)sin(b+z)'

mais alors, cette equation etant multipliee par cos (b +z), il faut, dans 
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les trois premiers termes de son second membre, rapporter cos (b + zł 
a l'arc g� z. En reduisant ensuite au moyen de l'identite cos2 k =
1- sin' k, on trouve

cos(b + z)
sin2(b + z) sin3(g-z) 

cos (b + g) cos(g-z) 1 + cos2(b + g) 3cos(b + g)cos(g-z)
= sin2(b+g)sin8(g-z) 

+ 
sin8(b+g)sin2(g-z) 

+ 
sin4(b+ g)sin(g-z)

1 3cos(b+g)cos(b+z) 
+ sin8(b+ g)sin2(b+z) + sin4(b+g)sin(b+z)

On evite ce calcul et l'on obtient le meme resultat lorsque, aux deux 
fractions qui forment le second membre de l'equation 

cos(b+z) 
sin2(b + z)sin3(g-z) 

cos(b+g) 1 
--. sin(b + g) sin(b + z)sin8(g-z) + sin(b + g) sin2(b + z)sinz(g- z)'

on applique respectivement les formules (H) et (K). 
Donc, la decomposition conduit a

\ cos(b + z)dz 
J sin2(b+z)sin8(g-z) 

cos(b+ g) +[i+ cos2 (b+ g)] cot(g-z)
- 2sin2(b + g) sin2(g-z) sin8(b + g)

_ cot(b+z) 
+ 

3cos(b+g) 
l 

sin(b+z)
sin3 (b + g) sin•(b+ g) sin(g-z) 

+ c.

et il est facile de s'assurer que ces deux integrales sont identiques. 
On verra toujours par la forme de la differentielle comment il faut 

operer pour parvenir le plus aisement a l'expression de son integrale. 
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§ 6.. Integration de la diflerentielle

Ptang(a + z)cot(b- z) ... d
cot(z - c) tang(d + z) ••• 

z. 

21. On peut integrer la differentielle

Ptang (a+ z) cot(b - z) ... dz
cot (z- c)tang(d +z) .. .

en la traitant comme 

Pdz 
cos(a + z) sin(b-z) cos(z-=- c) ... ; 

mais on parvient a un resultant plus simple quand, · pour effectuer la 

dćcomposition, on la rem place par le produit 

Ptang(a + z) cot(b- z) tang (z-c) ... dz. 

No1,1s decomposons les produits formes de deux tangentes ou cotan­

gentes en operant de cette maniere : 

( + ) t(b + ) 
cos(a+z)cos(b+z) + sin(a+z)sin(b+z)

cot a z co z = 
. ( + ) . (i.+ ) - ism a z sm u z 

et comme 

il vient 

cos(a-b) 
sin (a + z) sin(b + z) - ·I; 

ł _ cot(a + z) 
+ 

cot(b + z)
sin(a + z) sin(b + z) - sin (b - a) sin(a - b) ' 
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cot(a+z)cot(b+z) = cot(b-a)cot(a+z) + cot(a-b)cot(b+z)- ł. 

On obtient ainsi 

cot(a + z) lang(b + z) = tang(b-a) cot(a + z) + tang(b- a) tang(b + z) +i, 

tang(a+z)tang(b+z) = cot(a-b)tang(a+z) + cot(b-a)tang(b+z)-1, 

65 

Ces decompositions subsistent evidemment lorsqu'on change z en 

- z, et par suite il en sera de meme de toutes celles qui s'en de­

duisent.

22. Soit

cot(a + z) cot(b + z) cot(c +z) ... 

un produit de n cotangentes. 

1 • Nous avons deja trouve 

cot(a + z) cot(b + z) = cot(b -a) cot(a + z) + cot(a- b) cot(b + z) - ł. 

2° Il s'ensuit 

cot(a + z) cot(b + z) cot(c + z) 

= cot(b _:__ a) cot(a + z) cot(c + z) + cot(a -b) cot(b + z)cot(c + z) - cot(c +z); 

et l'on obtient, en decomposant, 

cot(a + z) cot(b + z) cot(c + z) 

= cot(b-a)cot(c-a)cot(a+z) + cot(b-a)cot(a-c)cot(c+z) - cot(b-a) 

+ cot(a - b )cot(c - b) cot(b + z) + cot(a - b) cot(b -c) cot(c + z) - cot(a' - b)

- cot(c+ z).
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Or 

et· 

cot(b-a) + cot(a-b) = O, 

[ cot(b- a) cot(a- c) + cot(a- b) cot(b -c) - ·l]cot(c + z) 

= cot(a - c) cot(b - c) cot(c + z) ; 

donc 

cot(a + z) cot(b + z) cot(c + z) 

= cot(b - a) cot(c - a) cot(a + z) + cot(a - b) cot(c - b) cot(b + z) 

+ cot (a - c) cot (b _:. c) cot(c + z).

3° .On peut donc poser 

cot(a + z) cot(b + z) cot(c + z) cot(d + z) 

= cot(b- a) cot(c - a)cot(a + z)cot(d +z)+ cot(a - b)cot(c-b)cot(b + z)cot(d+z) 

+ cot(a - c) cot(b- c) cot(c + z) cot(d + .::) ;

ce qui donne 

cot(a + z) cot(b + z) cot(c + z) cot(/i + z) 

= cot(b -a)cot(c-a)[cot(d-a)cot(a +z)+ cot(a - d) cot(d + z) -1] 

+ cot(a _:_ b)cot(c-b)[cot(d- b) cot(b +z)+ cot(b-d) cot(d + z) -1]

+ cot(a - c)cot(b-c)[cot( d -c)cot(c +z)+ cot (c-d) cot(d + z) -1].

· Or, en -vertu de la decomposition etablie en dernier lieu, on a

-[cot(b - a) cot(c - a) cot(a -d) + cot(a - b) cot(c - b) cot(b - d) 

+ cot(a-c) cot(b-c)cot(c-d)] cot(d+z) = cot(�-d)cot((b-d) cotc-d)cot(d+z);

et comme d'ailleurs 

- cot(b-a)cot(c-a),-cot(a-b)cot(c-b) = cot(b-a) cot(a-c)+cot(a-b)cot(b-c)

= cot(a-c)cot(b-c)+1, 
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de sorte que 

- cot(b- a)cot(c - a) -cot(a-b)cot(c-b)-cot(a-c)cot(b-c) = 1, 

on conclut 

cot(a + z) cot(b + z) cot(c + z) cot(d + z) 

= cot(b-a)cot(c-a) cot(d-a) cot(a+z) + cot(a-b) cot(c-b) cot(d-b) cot(b+z) 

+ cot( a-c) cot( b-c) cot( d- c) cot(c +z) + cot( a-d)cot( b-d) cot(c-d) cot( d+z)
+ 1.

65 

Ainsi, lorsque n est un nombre pair, Je dernier terme du resultat est 
l'unite positive ou negative, suivant que n= 4 k ou n= 2 (2 k- i). 

On peut donc definir generalement la decomposition du produit 

cot(a + z)cot(b + z)cot(c + z) ... 

forme de n facteurs, comme il suit 

(Q) cot(a + z) cot(b + z) cot(c +z) ...

= cot(b - a)cot(c - a) ... cot(a +z)+ cot(a - b) cot(c - b) ... cot(b + z)

+ cot(a - c) cot(� - c) ... cot(c + z) + ...... . 
n'lt 

+ cos 2·

Cette formule entraine la suivante 

(R) � cot(a + z) cot(b + z)cot(c +z) ... dz

= cot(b -a) cot(c- a) ... Z sin(a +z)+ cot(a -b) cot(c- b) ... lsin(b+ z)

+ cot(a - c) cot(b-c) ... Z sin(c +z)+ ..... + zcos; 

+c.

Les applications de ces deux formules se feront au moyen des identitćs 

9 
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Exemple : 
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tang(a+z) = - cot(�+a+z), 

tang(a- z) = cot (i- a+ z), 

cot(a- z) = - cot(z-a). 

� ��!)! t :; dz=� tang (a+ z) cot(b + z) dz'

= - � cot (i+ a+ z)cot(b + z)dz.

On fera clone 

���![!t:\dz · -[cot(b-a-�)tsin(i+a+z)

+ cot (i + a - b) l sin (b + z) - z J + C;

ce qui donne 

( cot(b+z) = 
tano-(a _ b)t sin(b+z) 

+z+C.Jcot(a+z) t> cos(a+z) 

§ 5. · Jntegration de ta dilferentiette

Ptang"'(a+z)cot"(b-z) ... d 
cotP( z - c) tangą(d + z) . . . 

z.

23. Pour effectuer la decomposition de la fraction

tangm(a+z) cot"(b-z) .. . 
cotP(z -c) tangą (d +z) ... '
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ou, ce qui est la meme chose, du produit 

tangm(a + z)cotn (b- z)tangP(z - c) ... 

on se servira d'abord de la formule (Q): 
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Comme cette formule, dans le cas de n facteurs, donne n + 1 termes 
lorsque n= 2 k, tan dis qu' elle n' en fournit que n quand n= 2 k + 1, 
on l'appliquera toujours au plus grand nombre impair de facteurs dis­
tincts. Ce caJcul conduira a des produits partiels tels que 

cotm(a + z) cot(b +z), cotm(a + z) cotn(b + z), 

qu'on decomposera ensuite par les formules que nous allons etablir. 

24. En repetant I' operation

cot(a + z) cot(b + z) = cot(b - a) cot(a + z) + cot(a- b) cot(b + z) - 1, 

on obtient 

1· 

cot2(a + z) cot(b + z) 

= cot(b - a) cot2(a + z) + cot(a - b) cot(b + z) cot(a + z) - cot (a+ z) 

= cot(b - a) cot2(a + z)- (cot2(a - b) + 1)cot(a + z)+ cot2(a - b) cot(b + z) 

- cot (a -b);

2· 

cot3(a + z) cot(b + z) 

= cot(b-a)cot8(a+z)-[cot2(a-b)+1]cot2(a+z)-[cot2(a-b)+1J cot(a-b)cot(a+z) 

+ cot3(a - b) cot{b + z) - cot2(a - b);

3• 

cot4(a + z) cot(b + z) 

= cot(b-a)cot"(a+z)-r cot2(a-b)+1J cot3(a+z)-[cot2(a-b)+1Jcot(a-b)cot2(a+z) 

- [cot2(a-b)+1J cot2(a-b)cot(a+z) + cot"(a-b)cot(b +z)- cot8 (a-b).
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D'ou il suit evidemment 

(S) cotm(a + z) cot(b + z)

= cotm(a- b)cot(b+z) - cot(a-b)cotm(a+z) 

- cosec2 (a- b) [cotm-1 (a+z) +cot(a-b)cotm- 2 (a + z)
+ cot2(a-b) cot"'- 3(a + z) + ... + cot"'-2(a - b) cot(a +z)]

- cotm- 1 (a - b),

ou nous rempla<;ons cot2 (a- b) + 1 par cosec2 (a-b). 

25. Pour trouver maintenant la łoi que suit la decomposition du
produit 

cot"'(a + z)cotn(b +z), 

nous supposons successivement n=2, n= 3 ... ; et, a l'aide de la for­

mule ci-dessus rangee comme il suit 

cot"'(a + z) cot(b + z)

= cot(b-a)cotm(a+z)-cott(b-a)cotnH (a+z) + ..... + cotm(b-a)cot(a +z) 

- [cot"'- 1 (a +z)-cot(b-a)cot"'-2(a +z)+ ... + cotm- 2(b-a)cot(a + z)]
+ cotm(a - b) cot(b + z)

- cotm-l (a - b),

nous obtenons 

cotm(a + z)cot2(b + z) 

= cot2 (b-a) cot"'(a + z) - 2cotn (b - a) coim-1 (a + z) + ..... + mcotm+ 1 (b - a) cot(a + z) 

- 2 [cot(b-a)cot"'-1 (a+z)-2cot2(b-a)cotm-2 ·(a +z) + .... + (m -1)cotm- 1 (b-a)cot(a+z)]

+ cot"'- 2 (a + z) - 2cot(b -a)cotm- 3 (a +z) + ..... + (m -2) cot"'- 3 (b -a) cot (a + z) 
+ cot"'(a-b) cot2(b + z) -mcotm+1 (a-b)cot(b +z)

- in cot"'-1 (a - b) cot(b + z)

+ mcotm (a-b) + (m -1)cot"H(a -b);
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2· 

cotm (a + z)cot8 (b + z)

=.: cot8 (b-a)cotm (a+ Ż)-3cot4 (b- a)cotm- 1 (a+zl
,
+ ...

+ m(
�-�

i) cotm+2 (b-a)cot(a+z)

- 3 (co.t2(b-a)cot,,... 1 (a+z)-3cot8(b-a)cotm-2 (a+z)+ ...

· · . . . ·
+

(
���

)m cotm (b- a) cot(a+z))

+ 3 (cot(b-a)cotm- 2 (a+z)-3cot2 (b-a)cot"'-8 (a+z) + ...
. (m-2)(m-ł) 

) 
+ 

- 1 _2
coim- 2 (b-a)cot (a+z) 

-(cot"'- 3 (a+z)-3cot(b-a)cotm-4 (a+z) + ...
(m-3) (m-2) 

) 
. + 1. 2 cotm- 4 (b-a)cot(a+z) 

+ cot'"(a-b) cot3 (b + z) -mcot- 1 (a-b)cot2 (b+ z)

+ m(m+ł) cot"'+2 (a-b)cot(b +z)
1. 2 

- m(cotm- 1 (a-b)cot2 (b+z) - mcot"'(a -b)cot (b + z)).

+ m(m-ł) cotm-2 (a-b)cot(b+z)
1.2 

(m(m+1) (m-1)m · (m-2)(m-1) 
) - cot- 1 (a-b)+2 coim- 1 (a-b)+ cotm-0 (a-b) ; 

ł. 2 1.2 ł.2 

et ainsi de suite. 
On peut ici, sans inconvenient, assembler les facteurs qui appartiennent 

a une meme puissance de cot(a..:i..z) ou de cot (b+z); ce qui donne 
des polynómes dont les termes comportent a la fois des nombres 
figures et des coefficients du binóme allant en sens inverse les uns des 
au tres. 

' . .  

� Dans la supposi.tioń m > ou. = n, on parvient ainsi 'a la. formule
suivante ; 
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(T) cot"' (a + z) cotn (b + z) 
= coin(b -a) cot"'(a + z) - (n cotn+1(b-a)+ ncotn-1(b -a) )  cot"H(a + z) 

+ (n(n+ł) cotn+2(b-a)+nncotn(b-a) + n(n-i) cotn-!(b-a)) cot'n-2(a+z) 1.2 1.2 

_ (n(n+1) (n + 2) cot"+3(b-a) +n 
n(n+l) cotn+ 1 (b-a)ł.2. 3 1.2 

n(n-ł) n(n-ł) (n-2) 
) + n cotn-1(b-a) + cot"-3(b-a) cot--8(a + z) 1.2 1.2. 3 

+ .................................... .
(
m(m+ł). .. (m+n-2) tn+m-l(b )+ (m-1)m ... (m+n-3) tn+m 3(b )+ co -a n co --a 

f.2 ... (n-1) 1.2 ... (n-ł) 

+ 
n(n-ł) (m-2) (m-ł) ... (m+n-4) tn;-;,._5(b- ) + 

2 1 2 ( _ ł) 
co a ..... 

1. . ... n 

+ (m-n) (m-n + ł) ... (m-2) tm-n-t(b- J) ( + �)ł.2- ... (n�ł) 
co a cot a „ 

+ cot'�(a -b) coin(b + z)-(m cot"'+1(a -b) + m cot"'-1(a -b) ) cot"-1(b + z)

+ .................................... .
+ co - a- m co - a-(

n(n+1 ) ... (n+m-2) tm+n 1 ( b)+ (n-1)n ... (n+m-3) tm+n 8( b.)- ł.2 ... (m-1) 1.2 ... (m-1) 

m(m -1) ... (m-n + 2) m-n+s 

) 
+ ..... + 1.2 ... (n- i) cot (a-b) cot(b+z) 

(
m(m+i) ... (m+n-2) "

( b)+( ) 
(m-i)m ... (m+n-3) 

+ (-1r cotm+n-• a- n-ł cotm+n-•(a-b) 
ł.2 ... (n-1) ł.2 ... (n-1) 

(n-ł) (n-2) (m-2) (m- ł) ... (m +n-4) m+n-e( b) + ł.2 1.2 ... (n-1) cot a- + .•.

+
(m-n +1) (;

-n + 2) ... (m-1) cotm-"(a-b)).
1... ..... (n-1) 

Exemple: 

(
tang (d + z)

) 
8 = tang3 (d + z) ta.ng3(c-z)cot(c-z) 

= - ·cot8 (� + d + z) cot8 (; - c + z). 
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Il faut donc, dans la formule (T), remplacer 

cot (a+ z), cot (b - a), cot (b + z), cot (a - b) 

respectivement par 

- tang (d + z), - cot (d + c), tang (c - z), cot (d + c),

et changer le signe du resultat. On obtient ainsi 

( t
ang (d +z)

)
8 

cot(c-z) 

= - (cot8 (d + c) (tang8 (d +z)+ tang8 (c - z)) 

- 3(cot4 (d +c) + cot' (d + c)) (tangi (d +z) +tang2(c-z)) 
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+ (6cot5 (d+c) + 9 cot8 (d+c) + 3cot(d+c)) (tang(d+z) +tang(c�z))
- 6cot4 (d +c)-6cot2 (d +c)-1),

ce qu'on peut abreger en faisant cot�(d+c)+cot2 (d+c)= c_
0\2t+c)l. 

sm +c 

26. 'En operant comme il vient d'etre indique, on obtiendra la plus
simple decomposition du produit 

tang'"(a + z) cotn (b - z) tangP (z -c) ... dz;

et, si le resultat doit etre multiplie par une fonction de sinus et cosinus 

telle que nous representons par P, on aura a integrer des differentielles 

comme 
Pdz Pdz 

sin (a+ z)'

27. Des formules de reduction ćtablies en tangentes ou cotangentes
ne peuvent etre employees qu'aux integrales de la forme 

Comme d'ailleurs elles sont d'une application moins commode que 
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les formules de decomposition (S) et (T), nous nous abstenons de les 

ecrire. 

§ 6. Transformations qui conduisent aux integrations ci-dessus.

28. Par les formules donnees dans ce chapitre on integrera

1 ° Les fractions 

Pdz Pdz 
sinm 2z cos (a+ z) ... = 2msin"'z cosmzcos(a +z) ... '

Pdz Pdz 
-�-�----
cos"' 2zcos(a+z) ... -2m. m(1t ) "'(7t ) ( +) '

2° La fraction 

SIU Ą - Z COS Ą - Z COS a z ... 

Qdz 

en faisant disparaitre, par la substitution z=2 x, le seul arc fraction­

naire i <lont le sinus ou cosinus se trouve dans Q ;

3° Les fractions 

Pdz Pdz Pdz 

sin"' (i+V' cos"' (i+D' sin"' (i+i)cosn (i+i)' 

en changeant z en kx ; 

4° Toute fraction <lont le denorninateur peut etre converti en produit 

de sinus ou cosinus qui ne dependent pas d 'arcs rnultiples au tres que 2 z. 

Tels sont les binómes 
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• 

7t ('lt ) sm z+ cos z = 2cos 4 cos 4 - z ,
sin 3z + sin z = 2 sin 2z cos z, 

eos (a+ z)-cosb = 2 sin� (a+ b + z) sin� (b-a-z), 

cos (a+ z)+ cos (b +z)= 2 cos � (a - b) cos (at b +z), 

sin2 (a + i)-sin2 (b +i)= sin (a-b) sin (a+ b + z),

Tel est encore Ie polynóme 

psin z+ q cos(a+z) + r sin (b-z) + ...

75 

car, lorsqu'on exprime cos (a+ z), sin (b-z) ... en fonctions de smus 

et cosinus de l'arc z, on obtient en assemblant 

M sin z+ N cos z= v Mt + N 2 sin z+ cos z ;.1--( M N 
) vM2 + N' v�i2 + N2 

et posant ensuite 

on a 

-:=== == cos 'P, vM2 +N 2 

N-;=== = sm <p, VM2 + N 2 

psin z+ q cos (a+ z)+ r sin (b - z)+ ... = �M2 + N2 sin (z+ <p).
Il est bien entendu que des produits ainsi obtenus peuvent former 

plusieurs facteurs du denominateur ou s'y trouver meles avec des fac­

teurs de Ja forme cos (k + z). 

Exemples : 

iO 
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\ dz ł 
� 

dz 
J sin z (cos z+ cos b) = 2 G\ • z z z+ b z- b;· :.. sm - cos - cos -- cos --2 2 2 2 

et la formule (D} donne 

2· 

\ dz 
J sin z ( cos z + cos b) 

ł ( , 2 b l . 

z , 2 b l z) = 2 sec 2 sm 2 + cosec 2 cos 2 
- cosec2 b (z cos z t b + l cos z 

2 
6) + C. -

r sinzdz r sinzdz 
J sin z+ 3cos(a-z)- 5cosz = J (1 +3 sina)sinz � (5-3cosa)cosz • 

On a donc ici 

M = 1 + 3 sin a, N = 5 - 3 cosa , 
M2 + N2 = 35 + 6 sin a - 30 cosa; 

et la fraction a integrer prend la forme 

ł r sinzdz 
vM�+ N2 J sin(z-'!'). 

En rapportant son numerateur a l'arc ż-q,, on trouve 

I \ sinzdz = 1 (M \ d N\ cos(z -'!')dz)
\i'M2 +N 2 Jsin(z-'!') .M2 +N2 J z+ J sin(z -'!') 

1 - M 2 + N2 
[Mz + Nlsin(z- '!')] + C;
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et comme 

M sin z - N cos z 
/sin (z -cp) = l 

v'W+ N2 

= l(Msinz -Ncosz) - L JM2 + N ! , 

on peut comprendre 

dans la constante arbitraire C. On aura donc en definitive 

\ . = . (1+3sma)z � sin z dz ·J
( . J sm z+ 3cos(a -z)-5cosz 35 + 6 sma - 30cosa 

+ (5-3cosa)l(sinz+ 3cos(a-z)-5cosz)) +c.

75 

29. Les formules etablies dans ce chapitre conduisent aussi a la de­

termination de l'integrale 

r 
Qdz . 

J sin(l (p + mz) cos� (q + nz) ... ' 

ou nous representons par Q une fonction entiere de sinus et cosinus 

qui peuvent dependre de differentes fractions de z. En effet, par une 

substitutiou convenable, on ferait disparaitre ces fractions. Et quant 

aux sinus et cosinus qui se trouvent dans le denominateur de cette 

integrale, on peut les ecrire ainsi 

sinm(!+z), cosn(!+z), ... ; 
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et l' on sait que, lorsque m est un nombre entier, sin mx et cos mx 
peuvent etre exprimes au moyen de produits tels que 

sinxsin (a+ x) sin(b + x) .... 

formes dem facteurs. Mais, comme les m facteurs offrent alors des rela­
tions particulieres en vertu de�g_�lles on obtient des solutions que ne 
donnerait pas une simple application des formules ci-dessus, nous re­
servons l'integration de ces sortes de fractions pour en faire l'objet du 
chapitre suivant. 



ERRATA. 

Pages. Lignes. 
6, 

ibid., 

10, 

11, 

18. 

23, 

18, 

59, 

t cos(a±pzl 
14, - sin(a±p.z)pdz=± ----

P P 

liseJ - sin{a ± p::)pdZ' = + -��� 
1 

�
eo�(a±p.z)

p • p 

1 sin(a±p.z) 
15, - cos(a±pz)pdt=+ ----

p 
. 

p 

liset - · • cos (a± pt) pdz = ± ----t 
� 

sin(a±p.z) 
P p 

13, adt 
COSZ' + 

bsin cx JdJ
cos::

lise:: 
ad:: bsin"' td:: 
--+---cos:: cos::

ł, r d::

.) 2 sin :: cos:„ :l z 

lise:& 

� 

d:: 
:& .z2 sin - cos -
2 2 

m(m+ 1) ... (k+ tj 7' 1.2 .•• k .z lise:;; 
m(m-1) ... (k+t):;; 

t.2 ... le 

Pd:;; Pd:;; 
6• sin'"(a ±.z)' cosm(a ± :&) 

lise:;;
Pd:: Pd:;; Pd:: 

sin(a ± ::) · cos(a ± .z)' sin(a ± ::) cos(a ±z)' 

(k-l)k ... (k-i-1) . (k-l)k ... (k+i-1) 
11, . lise:: t.2 ... (l+t) sin'"-3(b-a) sin2(a+::) t.2 ... (i+J) sinm-S(b-a) sin2(a+:&) 

1 ' dz 12, \ ___ _sin2( b+g) j sin(g-::J sin(b+ uu 
!. 1 �· d:;; 

sin2 (b+g) sin(g-::) sin(b+.z) 
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